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本文采用椭球谐分析方法构建了一个新的2190阶地球重力场模型SGG-UGM-2，使用的数据包括
卫星重力观测数据[重力场与海洋环流探测卫星（Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation 
Explorer, GOCE）和重力场与气候实验卫星（Gravity Recovery and Climate Experiment, GRACE）]、
卫星测高数据和EGM2008 (Earth Gravitational Model 2008)模型重力异常数据。首先，基于椭球谐
分析和系数转换方法（ellipsoidal harmonic analysis and coefficient transformation, EHA-CT），推导了
适用于点值和均值重力异常的一套严密积分公式和最小二乘计算公式，改正了Rapp和Pavlis 1990
年积分公式中的错误，并通过数值模拟试验证明了本文推导公式的严密性。然后，使用GOCE、
GRACE、多代卫星测高数据和EGM2008重力异常数据计算了2190阶2159次的重力场模型SGG-
UGM-2，其中251阶到2190阶2159次模型系数是用全球地面重力异常数据集（包含海洋重力数据）
采用块对角最小二乘方法解算，而2~250阶系数是联合卫星（GRACE和GOCE）和地面重力异常法
方程采用严格最小二乘法计算，并采用方差分量估计方法确定不同观测数据的相对权。最后，使用
中国和美国区域的全球定位系统（global positioning system, GPS）/水准数据对模型进行了检核。结
果表明，SGG-UGM-2与国际权威模型EIGEN-6C4的精度相当，在中国的精度明显优于EGM2008，
整体精度优于GECO模型，与SGG-UGM-1模型相比，其精度在中国和美国均有提升。
© 2020 THE AUTHORS. Published by Elsevier LTD on behalf of Chinese Academy of Engineering and Higher 

Education Press Limited Company This is an open access article under the CC BY-NC-ND license  
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1. 引言

高分辨率地球重力场模型可用于高精度大地水准

面确定、全球高程基准统一、动态海面地形确定和地

球内部结构探测等科学和工程应用研究[1–5]。随着新

一代卫星重力计划（Challenging Minisatellite Payload, 
CHAMP）的出现[6]以及重力场与气候实验卫星（Gravity 
Recovery and Climate Experiment, GRACE）[7]和重力

场与海洋环流探测卫星（Gravity field and Steady-State 
Ocean Circulation Explorer, GOCE）[8]的成功发射，地

球重力场模型的中长波精度得到了显著提高[9–16]；同

时，地面重力数据、卫星测高数据、航空重力数据和地

形数据包含了高精度的短波信号[17]，因此可以联合卫

星、测高和地面等多源重力数据解算高精度、高分辨率

的地球重力场模型。

国际地球重力场模型中心（International Center for 
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Global Earth Models, ICGEM; http://icgem.gfz-potsdam.
de/tom_longtime）发布的高分辨率地球重力场模型有：

Earth Gravitational Model (EGM) 2008 [18]、European 
improved gravity model of the earth by new techniques (EI-
GEN)-6C4 [19]、GOCE and EGM2008 Combined model
（GECO） [20]、gravity observation combination (GOCO)
模型GOCO05c [21]、Experimental Gravity Field Model 
(XGM) 2016 [22]和SGG-UGM-1 [23]，表1给出了这些

模型的属性。由于这些模型使用了新一代重力卫星的数

据，模型的中长波精度得到了显著提高。EGM2008是
当前使用最多的重力场模型，它的计算中使用了几乎精

度最高的5′×5′分辨率全球重力异常和ITG-GRACE03S
模型的法方程，但是并没有用到GOCE卫星的数据；其

中全球重力异常数据融合了地面重力数据、卫星测高数

据和地形数据。EIGEN-6C4是EIGEN系列模型的代表，

相较于EGM2008，它使用了GOCE卫星数据和Laser 
Geodynamics Satellite (LAGEOS)卫星数据，不过地面

重力异常数据由EGM2008模型计算。EGM2008和EI-
GEN-6C4的高阶次系数都是采用块对角最小二乘法解算

得到，而720阶次GOCO05c和719阶次的XGM2016是联

合卫星和重力异常法方程，采用严格最小二乘方法估计

的。GECO和SGG-UGM-1都是通过使用GOCE数据精

化EGM2008模型得到[22–24]。文献[23]的检核结果表

明EGM2008、EIGEN-6C4和SGG-UGM-1在美国的精度

接近，而包含GOCE数据的EIGEN-6C4和SGG-UGM-1
在中国的精度优于EGM2008。

本文将介绍的SGG-UGM-2模型与SGG-UGM-1同
属一个系列的高分辨率重力场模型，它是SGG-UGM-1
模型的进一步发展，采用椭球谐分析方法计算，并使用

新的海域重力异常数据，以及融入GRACE卫星观测法

方程，以此提升模型的精度。

由于地球更接近于椭球，球近似的误差要大于椭球

近似，所以在全球重力场模型计算中往往将地面重力数

据延拓到参考椭球面上，如Ohio States University (OSU) 
91 [25]、EGM96 [26]和EGM2008 [18]，因此椭球谐分

析比球谐分析更适合于椭球面数据的处理[27]。Hotine 
[28]和Jekeli [29,30]对第二类勒让德函数进行了规格化，

并推导了球谐系数与椭球谐系数之间的转换公式（下文

称为“Jekeli转换”或“Jekeli系数转换”）。Gleason [31]
通过数值试验验证了Jekeli转换的精度。Sebera等[32]将
勒让德函数的计算扩展至二阶导数，并减少了计算超几

何变换需要的迭代次数。

在基于椭球面重力异常构建全球重力场模型时，一

般首先对椭球面的重力异常数据进行椭球谐分析得到椭

球谐系数，然后将椭球谐系数转换为扰动位的球谐系数

（C s
nm），本文将这种计算重力场模型的方法简称为EHA-

CT (Ellipsoidal Harmonic Analysis and Coefficients Trans-
formation) 方法。EHA-CT方法可能有不同具体实现策

略，例如，可以通过最小二乘方法进行椭球谐分析，也

可以使用数值积分方法实现椭球谐分析。Rapp和Pavlis 
[33]推导了使用椭球面平均重力异常数据计算系数C s

nm

的计算公式，该公式用在了OSU89 [33]、OSU91 [25]、
EGM96 [26]、IGG97LB [34]和MOD99 [35]等模型的计

算中。前述ICGEM发布的高分辨率重力场模型中，只

有EGM2008是使用椭球谐分析计算的，在EGM2008的
求解中，首先使用了最小二乘方法进行椭球谐分析得到

椭球谐系数（C e
nm），然后使用Jekeli转换将C e

nm转换为

C s
nm。本文将首先介绍EHA-CT方法，并推导相关的严

密公式，及引入Driscoll和Healy [36]的采样理论，得到

适用于离散点值的严密积分公式。需要指出的是，本文

推导的适用于格网均值的积分公式和文献[33]推导的公

式略有不同。此外，需要说明的是：由椭球面重力异常

数据计算重力场模型属于椭球边界面大地测量边值问题

的范畴，除EHA-CT方法之外，文献[36–43]也给出了其

他解算方法。

海域面积占地球表面的71%，高精度的海域重力异

表1  ICGEM发布的高分辨率重力场模型的主要属性

Model name Max degree Input dataa Ref.

EGM2008 2190 A, G, S(GRACE) [18]

EIGEN-6C4 2190 A, G, S(GOCE), S(GRACE), S(LAGEOS) [19]

GECO 2190 EGM2008, S(GOCE) [20]

GOCO05c 720 A, G, S [21]

XGM2016 719 A, G, S(GOCO05s) [22]

SGG-UGM-1 2159 EGM2008, S(GOCE) [23]
a S is for satellite (e.g., GRACE, GOCE, and LAGEOS), A is for altimetry, and G is for ground data (e.g., terrestrial, shipborne, and airborne measurements).
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常是构建高分辨率重力场模型的关键，越来越多的卫星

测高数据可以用于海域重力异常的确定，如Geosat GM / 
ERM (17 d), ERS-1/GM (168 d), ERS/ERM (35 d), T/P/T/
P Tandem (10 d), Jason-1/ERM (10 d), Envisat (35d/30 d), 
Jason-2/ERM (10 d), Jason-1/GM (406 d), CryoSat-2 (369 d), 
SARAL/AltiKa ERM(35 d), HY-2A (14 d), Jason-2/GM 和 
SARAL/AltiKa GM。由这些多星测高数据可以使用数值

分析方法[44,45]或者最小二乘配置方法[46,47]计算得到

纬度–80.738°~80.738°范围内1′×1′空间分辨率的重力异常

数据，用于高分辨率地球重力场模型的解算。本文使用

卫星测高数据计算了海洋区域1′×1′的重力异常数据，并

与EGM2008计算的陆地重力异常数据融合，组成了全球

重力异常格网数据集。除此之外，GRACE卫星提供了

长达15年的卫星重力观测数据，使用这些数据可以计算

高精度的重力场长波信号。ITSG-Grace2018 [48]是ITSG 
(Institute of Theoretical Geodesy and Satellite Geodesy)系列

GRACE重力场模型的最新模型，模型的作者将模型的法

方程与模型同时发布，本文将利用该法方程与其他类型

的重力数据一起用于高分辨率重力场模型的解算。SGG-
UGM-1中使用的海域重力异常来自EGM2008，且没有用

到GRACE数据，SGG-UGM-2的解算中将使用新的海域

重力异常数据和ITSG-Grace2018模型法方程。

本文分为6个部分，首先在第2部分介绍EHA-CT方

法的基本原理，并推导相应的计算公式；在第3部分使

用数值试验对本文推导的公式进行验证；第4部分介绍

SGG-UGM-2模型的具体计算过程；第5部分给出模型的

检核结果；最后在第6部分进行总结。

2. 基本原理与方法

2.1. 由椭球面重力异常数据求解重力场模型系数的

EHA-CT 方法

任意满足拉普拉斯方程的调和函数f在其调和区域

内可用椭球谐函数级数表示为[30,32]：

  （1）

式中，(u, δ, λ)为椭球坐标[1]；E为参考椭球的线性偏心率；b
为参考椭球的短半轴；Ynm (δ, λ)为完全正规化的面球谐函数：

P n|m| (cosδ)为完全正规化的第一类勒让德函数[1]；f e
nm为椭球

谐系数；n和m分别为椭球谐系数和面谐函数的阶和次；S n|m|

为Jekeli定义的重新规格化函数[30]。
调和函数rDg的椭球谐展开式为[31,33]：

  （2）

式中，rDg为r和Dg的积，r为地心向径，Dg为重力异常；g e
nm

为rDg的椭球谐展开系数；a为参考椭球的长半径。

当重力异常数据位于参考椭球面上时，式（2）可

简化为：

  （3）

式中，[]E表示数据位于参考椭球表面。

根据式（3），对椭球面重力异常进行椭球谐分析

得到系数g e
nm，再将系数g e

nm经过如下转换求得系数C s
nm 

[33]：

  （4）

式（4）所示的系数转换方法为，首先使用Jekeli系数转换将

系数g e
nm转为系数g s

nm，g s
nm是[rDg]E的球谐展开式系数，然后

再将系数g s
nm转换为待求的扰动位的球谐系数C s

nm，下节将

给出这些转换的计算公式。

在重力场模型求解中EHA-CT方法会有不同的实现

形式，如果利用数值积分方法进行椭球谐分析，则该实

现形式称为EHA-CT方法的积分形式；如果使用最小二

乘方法进行椭球谐分析，则称为EHA-CT方法的最小二

乘形式。而且模型求解时使用的离散的重力异常观测数

据可以是格网点值数据或者格网平均值数据，针对不同

的离散重力数据，EHA-CT方法也有不同的计算公式，

2.1.1节和2.1.2节将给出这些计算公式。

2.1.1. 积分形式的 EHA-CT 方法

根据面球谐函数的正交性，由式（3）可以推导出

使用椭球面重力异常数据计算系数g e
nm的公式：

  （5）

由Jekeli转换可得将系数g e
nm转换为系数g s

nm的公式
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为[30]：

 （6）

式中，文献[30]中有Lnmk的计算方法。

Gleason [31]推导了系数g s
nm和系数C s

nm的关系：

  （7）

式中，GM为地球引力常数。

将式（5）和式（6）代入式（7）可得：

  （8）

式中，γ=GM/a2。

虽然式（8）是严密的，但该式中的数据为参考椭

球面连续的重力异常数据，而重力场模型解算可使用的

数据一般为离散重力数据，所以该式不能直接用于重力

场模型求解，需要把它离散化。针对不同形式的离散数

据，式（8）有不同的离散化形式，有等角格网离散点

值数据的离散化形式，也有等角格网离散平均值数据的

形式。

如果离散数据为等角格网的重力异常平均值，式

（8）的离散化形式为：

 （9）

式中，i和j表示数据位于椭球面上的第i (i = 0, …, N–1)个
纬度带和第j ( j = 0, …, 2N–1)个子午带，这样的全球等角

格网共 有N行和2N列，i_max=N-1, j _max=2N-1；[ri]E为

椭球面上第i个纬度带上格网中心的地心向径；[Δ gij]E为

格网平均重力异常值；[ri· Δ gij]E是格网内[rDg]E的平均值；

IP i
n |m |是勒让德函数的积分；IP i

n |m |和 的计算公式为 

IP i
n |m |= (cosδ)dδ和 。 

Appendix A中有该式更为详细的推导。

如果离散数据为等角格网的重力异常点值数据，式

（8）的离散化形式为：

 （10）

式中，Δλ和Δδ分别为经度和纬度方向的格网间隔；[Δgij]E为

格网内的重力异常点值，通常取格网中心点的重力异常值；

Pi
n|m|的计算公式为Pi

n|m| = P n|m|(cosδi)。然而，由于离散形式的

面球谐函数失去了严格的正交性，直接使用式（9）和式（10）
计算的系数C s

nm中有离散化误差。而且，对于重力异常均值，

式（9）推导过程中的隐含条件是格网内的重力异常值均等于

格网重力异常均值，这样计算得到的系数是有平滑效应的系

数，Colombo [49]引入平滑因子qi
n对系数去平滑，可得：

 （11）

尽管式（11）中引入了平滑因子，但由于勒让德函

数的正交性问题并未完全解决，计算得到的系数仍然有

离散化误差，当前没有阅读到相关文献中有这个问题的

解决办法，本文将在第3节中分析该离散化误差的大小。

然而，针对格网点值，可采用特殊的采样和赋权

方法解决数据离散化中的勒让德函数正交性问题，如

Gauss-Legendre (GL) [50]积分方法和Driscoll/Healy (DH) 
[36]积分方法等，本文将该方法引入到基于离散重力异

常点值估计模型位系数。根据DH方法，可将椭球面划

分为[N×N] (nmax = N/2–1)的格网，其中，nmax为待求系数

的最高阶，纬度方向的格网间隔为Dδ = 180°/N，经度方

向的格网间隔为Dλ = 360°/N；也可划分为Dδ = Dλ =180°/
N的等角格网。DH方法定义数据的权为：

  （12）

将式（12）中的权因子代入到式（10），可得椭球

面点值数据计算系数的公式为：

  （13）



977Author name et al. / Engineering 2(2016) xxx–xxx

与DH方法类似，GL方法同样通过定义特殊的格

网划分方式和权因子来解决勒让德函数的正交性问题

[50]。GL方法中定义的格网是不规则的格网，纬度方向

上格网的采样间隔相等，经度方向上的采样点为P n|m|函

数的零值点。Hirt等[51]使用GL方法对卷积积分进行数

值分析，文献[50,51]中有GL方法的格网划分和赋权方

法的详细介绍。

使用式（11）和式（13），可以分别由椭球面格网

重力异常均值和点值计算重力场模型系数。Rapp和Pav-
lis [33]中的式（20）也是使用椭球面重力异常均值数据

计算系数C s
nm的公式，其推导方法与本文的式（11）相同，

然而式（11）和文献[33]中的式（20）略有不同，其差

异体现在本文推导式（11）和文献[33]中的一项因子分

别为1/(n-1)和1/(n-2k-1)。从上文的推导可知，该差异

项表征了系数g s
nm和系数C s

nm之间的关系，而从式（7）
可知，这两个系数只与n有关。该项的差异会对系数求

解产生影响，本文将在第3节分析该影响的大小。

2.1.2. EHA-CT 方法的最小二乘计算公式

由式（3）可知，椭球面格网重力异常均值[ri·`Δgij]E 

和点值[ri·Δgij]E的椭球面谐展开为： 

  （14）

其中

（15）

根据式（14），在Gauss-Markov模型下，使用椭球

面数据[ri· Δ gij]E或[ri· Δgij]E计算系数g e
nm的函数模型和随

机模型为：

  （16）

式中，y为[ri· Δ gij]E或[ri· Δgij]E的观测向量；A为设计矩阵；xe

为待求的系数̀g e
nm的向量；ε为数据误差向量；D{y}为误差的

方程-协方差矩阵；P和Q分别为数据权阵和它的逆矩阵；σ0
2

为单位权方差。

由式（16）可以使用最小二乘方法计算系数g e
nm，

然后使用式（6）和式（7）将系数g e
nm转换为系数C s

nm。

然而在高分辨率重力场解算中，使用严格最小二乘方

法求解全矩阵的式（16）时会生成非常庞大的法方

程，解算所需的计算量非常巨大，例如，求解2160阶
重力场模型时，生成法方程矩阵的维数是4 669 917 ×  
4 669 917，采用严格最小二乘解算几乎难以实现，但

使用块对角最小二乘法可大大减少计算任务[18,19]。当

椭球面的重力异常数据及其精度满足特定的空间分布

条件时[49]，最小二乘法生成的法方程为块对角形式，

这样可以根据法方程的分块结构，仅构建和求解法方

程矩阵的块对角部分，该求解方法称为块对角最小二

乘（block-diagonal least-square, BDLS）方法[18]。形成

块对角形式法方程的一个条件是，椭球面重力异常数

据的权与纬度无关，且关于赤道对称[49]，而实际的椭

球面等角格网重力异常数据很难满足数据权重的要求。

Liang等[52]表明将数据权阵近似为单位阵产生的误差

是可以接受的，因此本文将数据权阵近似为单位阵，使

用块对角最小二乘方法求解模型系数。

同时，将式（6）和式（7）代入式（14）中，可以

得到椭球面重力异常均值和点值数据与系数C s
nm的关系：

  （17）

根据式（17）可以使用系数计算参考椭球面的重力

异常均值和点值数据，同样可以使用该式由椭球面重力

异常数据建立求解系数C s
nm的观测方程。

EGM2008的计算中也使用了最小二乘形式的EHA-
CT方法[18]，计算策略如下：

  （18）

对比式（4）和式（18）可知，该策略与本文使用

最小二乘方法的策略不同，如式（18）所示，Pavlis等[18]
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使用最小二乘方法首先求得系数C e
nm，然后再使用Jekeli

系数转换将系数C e
nm转换为系数C s

nm。

2.2. 重力异常数据和卫星重力数据的联合求解方法

本文使用最小二乘方法联合多类的重力数据，如重

力异常数据、GOCE卫星数据和GRACE卫星数据求解

重力场模型。在最小二乘方法中，当多类数据不相关时，

使用最小二乘方法联合多类数据得到的联合解为：

  （19）

式中，Ai为根据第i类数据建立的设计矩阵，它表征了待求参

数与第i类数据之间的关系；Pi为数据i的权阵；li是观测数据

向量；σ̂2
0,i是数据i的初始方差分量；Ni和Ui是数据的法方程

矩阵和法方程向量；ŵ0,i是数据i的初始相对权。

由于联合不同法方程时使用的初始方差分量一般不

准确，本文在联合多个法方程时使用方差分量估计方法

（variance component estimation method, VCE）[53]通过

迭代估计数据的方差分量，并在迭代的过程中求解得到

多个法方程的联合解。在VCE方法中，方差分量的计算

公式为[53]：

  （20）

式中，k表示第k次迭代；vk,i为残差向量；rk,i为冗余度；文献

[53]中有更为详尽的计算公式。

然而，在使用VCE方法联合多个法方程时会遇到一

些问题。一方面，如果使用的法方程非自主构建时，法

方程的提供者有时不能同时提供残差的加权和，这时

就不能直接使用式（20）计算方差分量；另一方面，如

果这些法方程的误差随机模型不同且不能准确建模时，

VCE方法不能得到最优解[54]。Jean等[55]等提出了改

进的VCE方法，在使用VCE方法时规避了直接使用观

测值残差计算方差分量，而是根据每个法方程的解相对

联合解的“误差”计算每个法方程的方差分量，计算公

式如下[55]：

  （21）

式中，x̂k为第k次迭代得到的联合解；Ci为第i个法方程的参

数解；Ncoef,i为第i个法方程的参数个数。

这样在每次迭代过程中，可以根据此次迭代的联合

解，解算每个法方程的方差分量，并用于下一次迭代，

直到迭代收敛并解得最终的联合解。

解算SGG-UGM-1模型时，由于重力异常数据法方

程和卫星重力数据法方程的待求参数均为重力场模型的

球谐系数，将这些法方程加权求和即可得到不同数据的

联合观测法方程。然而求解SGG-UGM-2模型时，重力

异常数据法方程的待求参数为椭球谐系数g e
nm，卫星重

力数据法方程的参数为球谐系数C s
nm，在联合这些法方

程之前首先应把法方程的参数统一。本文在法方程联合

之前，将参数为球谐系数C s
nm的卫星观测法方程转换为

参数为椭球谐系数g e
nm的法方程。

与式（16）类似，使用卫星重力数据建立的参数为

球谐系数C s
nm的观测方程为：

  （22）

式中，下标“s”表示相应的参量为卫星观测数据的参量；x̂s

为待求系数C s
nm向量。

系数g e
nm和系数C s

nm之间的转换关系可以表示为：

  （23）

式中，T se为根据式（6）和式（7）计算的系数转换矩阵；x̂e为

系数g e
nm向量。

将式（23）代入式（22）中，可得：

  （24）

在最小二乘准则下，可得式（24）的法方程为：
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  （25）

分析式（25）可知，该式给出了不同参数形式的法

方程之间的关系，因此可以使用该式将参数为球谐系数

C s
nm的卫星观测法方程转换为参数为椭球谐系数g e

nm的法

方程，这样将法方程的参数形式统一后，再将这些法方

程加权求和即可得到联合观测法方程。

3. EHA-CT 方法计算公式的检验

本节的主要目的是通过数值试验检验第2节推导的

计算公式。一方面，这可以保证用于SGG-UGM-2模型

求解的计算公式是严密的；另一方面，2.1.1节的分析表

明本文推导的由椭球面重力异常均值计算系数C s
nm的公

式与Rapp和Pavlis [33]的相应公式存在差异，通过数值

试验可以验证公式的严密性，并分析该差异对求解

系数的影响，为研究人员选择合适的公式计算重力

场模型。

数值试验的基本思路是：首先使用一组参考的C s
nm

系数计算椭球面的重力异常数据，然后使用重力异常数

据和相应的计算公式恢复参考的球谐系数，求解得到的

系数与参考系数之间的误差可以反映计算公式的精度。

根据式（17），使用EGM2008模型计算了参考椭球面上

的两组重力数据集，一组数据为参考椭球面的重力异常

均值数据，一组数据为参考椭球面的重力异常点值数

据，格网均为等角格网，使用的参考椭球为GRS80椭球

[56]，数据的分辨率为2′×2′。
首先，使用重力异常均值数据通过式（11）计算得

到一个重力场模型，称为Model1。图1中的红色曲线展

示了Model1相对EGM2008模型的系数阶误差。2.1.1节
的分析表明，尽管式（11）中引入了平滑因子，该式计

算的系数仍有离散化误差，图1中Model1的误差反映了

离散化误差的大小，该项误差对模型系数的影响最大可

达10–11量级，这个误差在模型解算中不可忽略。除特殊

说明外，本文中模型的系数误差均为绝对误差。

然后，使用重力异常点值数据分别通过式（13）和

式（10）计算了模型Model2和Model3，式（13）和式（10）
的区别在于是否使用DH权因子。模型Model2和Model3
的系数阶误差分别为图1中的蓝色和深灰色曲线。由图

1可知，模型Model2全频段的系数阶误差均小于10–17量

级，可以认为该误差是计算机截断误差引起的。模型

Model3的系数阶误差相对较大，而且在奇数阶和偶数

阶之间有很大的波动。模型Model3的误差远大于模型

Model1和Model2。结果说明式（13）是严密的，可用

于模型反演，同时也说明，本文采用DH权因子有效解

决了积分离散化后勒让德函数的正交性问题。

同时，使用模拟的重力异常点值数据，通过2.1.2节
中的最小二乘方法计算了模型Model4，具体步骤为：首

先，建立了式（14）所示的观测方程，然后求解该观测

方程得到了系数g e
nm；然后使用式（6）和式（7）将系数

g e
nm转换为系数C s

nm。求解系数g e
nm时使用了BDLS方法和

OpenMP [57]并行计算技术提高计算效率。模型Model4
的系数阶误差RMS为图1中的品红色曲线，从图中可

以看出Model4模型的误差很小，可以忽略，这充分表

明EHA-CT方法最小二乘形式的公式是严密的，可以用

于SGGG-UGM-2模型的求解。而且，相对于积分方法，

最小二乘方法更方便地联合解算多类观测数据，因此本

文将使用最小二乘方法求解SGG-UGM-2。此外，我们

也按照计算Model4的方法，使用重力异常均值数据计

算了相应的模型，得到了与点值数据一致的结果，在本

文中未做展示。

由于本文推导的式（11）和文献[33]推导的式（20）
均存在离散化误差，其对解算系数的影响和公式差异对

求解系数的影响会混叠在一起，在数值模拟试验中很难

分辨由式（11）估计系数的误差是来源于系数公式严密

性的影响，还是来源于离散化的影响，因此很难以此检

验公式的严密性。考虑到式（13）与式（11）类似，都

是使用离散重力异常计算系数C s
nm的公式，它们的区别

在于式（13）中的数据为重力异常点值数据，它们有相

同的因子项1/(n-1)。类似地，如果文献[33]中的式（20）
是正确的，那么将式（13）中的1/(n-1)替换为1/(n-2k-1)， 
就可以得到与该式相对应的且采用了DH权的，由重力

异常点值数据计算模型系数的公式：

  （26）

式（16）的严密性可以反映其因子项1/(n-2k-1)的
正确性，进而反映文献[33]中公式（20）中1/(n-2k-1)
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的正确性，这是本文严格检验该公式与本文公式严密性

的思路。为此，我们使用式（26），由格网重力异常点

值数据计算了模型Model5，Model5的阶误差RMS为图1
中的绿色曲线。从图中可知，在低阶次部分，Model5的
系数误差较大，在5阶附近可达10–9量级。低阶部分（小

于50阶）的误差大于10–11，这个误差不可以忽略。因此

可以推断文献[33]中式（20）的1/(n-2k-1)是不准确的。

为了进一步分析文献[33]中的式（20）的严密性，

分别使用模型Model2和Model5计算了参考椭球面上的

重力异常和大地水准面误差，表2给出了误差的统计结

果，图2给出了其空间分布。由表2可知，模型Model5 
在2160阶的重力异常和大地水准面的误差分别为 
0.18 mGal (1 mGal = 1×10–5 m· s–2)和11 cm，这远远大于

Model2的误差。Model5在阶次100~2160频段的大地水

准面误差的最大值为3.5 cm，在阶次200~2160频段的

大地水准面误差最大值为1.9 cm；在阶次100~2160频段

的重力异常误差的最大值为1.4 mGal，在阶次200~2160
频段的重力异常误差最大值为1.2 mGal。由图2可
知，Model5有较大且为系统性的大地水准面误差，而

Model2的大地水准面误差远小于Model5。这些结果反

映了式（26）中1/(n-2k-1)的影响不可忽略。

4. SGG-UGM-2 高分辨率重力场模型的解算

本文联合卫星测高数据、卫星重力数据和重力异常

数据计算了2190阶2160次的高分辨率重力场模型SGG-
UGM-2。本节将首先简要介绍不同重力数据（卫星重力

和卫星测高）的处理策略，然后介绍多个法方程的联合

解算策略。

4.1. 建立 GOCE 和 GRACE 卫星观测法方程

本文使用的GOCE卫星重力观测数据为2009年11

图1. 模型Model 1（红色）、Model 2（蓝色）、Model 3（深灰）、Model 4（品红）和Model 5（绿色）相对EGM2008的系数阶误差RMS。（a）从2
阶到2160阶；（b）2阶到200阶。黑线是EGM2008模型系数的大小。

表2 模型Model2和Model5相对EGM2008的重力异常和大地水准面误差的统计结果

Item Model Degree and order Minimum Maximum Mean STD RMS

Gravity anomaly (mGal) Model5 2160 –2.00 1.20 0.00 0.18 0.18

Model5 100~2160 –1.30 1.40 –0.56×10–4 0.10 0.10

Model5 200~2160 –1.10 1.20 0.40× 10–4 0.07 0.07

Model2 2160 –0.67× 10–4 0.65× 10–4 –0.38× 10–10 0.54× 10–5 0.54× 10–5

Geoid error (cm) Model5 2160 –23.00 24.00 –0.21 11.00 11.00

Model5 100~2160 –3.5 3.10 –0.00054 0.33 0.33

Model5 200~2160 –1.90 1.60 0.33× 10–4 0.14 0.14

Model2 2160 –0.21× 10–4 0.20× 10–4 –0.18× 10–8 0.17× 10–5 0.17× 10–5

STD: standard deviation.
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月1日 至2012年5月31日 的EGG_NOM_2 (GGT, PRD, 
IAQ, PRM)数据和2009年11月1日至2010年7月5日的

SST_PSO_2 (PKI, PCV, CCD)数据，数据的采样间隔为

1 s [58]。EGG_NOM_2数据主要包含梯度仪坐标系（gra-
diometer reference frame, GRF）下的重力梯度张量数据

（gravity gradient tensor, GGT），用于惯性参考系（inertial 
reference frame, IRF）和GRF坐标系转换的四元数数据

EGG_IAQ_2，以及加速度数据EGG_CCD_2C。SST_
PSO_2数据包含卫星运动学轨道SST_PKI_2（PKI轨道）、

精密PKI轨道的方差-协方差信息SST_PCV_2、简化动

力学轨道SST_PRD_2及地球固定参考系（earth-fixed 
reference frame, EFRF）与IRF之间转换的四元数SST_
PRM_2。

模型反演中仅使用了GGT数据中精度较高的对角线

分量（Vxx, Vyy, Vzz）用于法方程的构建[24]。使用卫星重

力梯度数据（satellite gravity gradient, SGG）和高低卫

星跟踪数据（satellite-to-satellite in high-low mode, SST-
hl）分别构建了法方程，两个法方程参数的最高阶分别

为220和130。建立GOCE卫星观测法方程的主要解算策

略如下。

（1）首先对SGG数据和SST-hl数据进行数据内插、

粗差探测等预处理。

（2）使用直接法由SGG数据建立法方程[24]，其

中在建立观测方程时进行了通带为5~41 mHz的ARMA 
(auto regressive moving-average)滤波[59]，以解决SGG
数据的有色噪声问题。根据公式fmax=Nmax/Tr计算的通带

近似最高频率为fmax = 41 mHz，其中Tr =5383 s，是卫星

绕地球旋转一周的所用时间）[60]，Nmax = 220，是求解

模型的最高阶。

（3）采用点域加速度方法建立GOCE卫星SST-hl法
方程，求解SST法方程得到观测值残差[60–62]。卫星的

加速度是根据卫星运动学轨道使用EDF5 (extended differ-
entiation filter)方法计算的，其中采样间隔Δt = 5 s [62]。

（4）根据SGG观测法方程和SST-hl观测法方程的方

差分量将两个法方程联合，文献[24]中有法方程联合的

具体实现方法。

这是本文建立GOCE卫星观测法方程的简要介绍，

该法方程也是纯GOCE卫星模型GOSG01S和高分辨率

模型SGG-UGM-1计算中使用的法方程。文献[24]中有

建立该法方程的数据处理方法和计算流程的详细介绍。

图2. 模型Model 2（a）和Model 5（b）的大地水准面误差的空间分布（2160阶）。
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本文没有直接使用GRACE卫星的原始观测数据

构建法方程，而是使用GRACE静态重力场模型ITSG-
Grace2018 [48]的法方程作为GRACE卫星观测法方程。

ITSG-Grace2018模型的研制团队发布了SINEX [63]格式

的法方程，本文将SINEX格式的法方程转换格式后，将

其用于SGG-UGM-2的联合解算。

4.2. 全球海域重力异常的确定

本文使用Geosat、ERS-1、Envisat、T/P、Jason-1、
CryoSat-2和SARAL/AltiKa等多颗卫星的测高数据恢复

了全球海域重力异常[45]，表3给出了粗差剔除、低通

滤波等预处理前后的卫星测高观测值数目。从卫星测高

观测值中获取的大地水准面高和垂线偏差是计算海洋重

力异常的重要起算数据，其中相邻观测值之间差分计算

垂线偏差的过程可以有效抑制轨道径向误差及其他长波

误差项。因此，无需进行交叉点平差，之前的数值测试

表明该方法与大地水准面解算方法解算精度相当 [64]。
我们对表3所述的多颗卫星测高数据进行联合处

理，获取垂线偏差信息，进而计算海域重力异常[45]。
这些处理包括：首先采用两步拟合法对多个测高卫星

的原始波形进行重跟踪处理[45]，并将沿轨观测值统

一重采样至5 Hz，提高观测值的精度和有效观测值数

量；然后顾及数据产品自带的路径延迟及地球物理环境

改正项信息，获取沿轨海表面高度和梯度信息，基于

EGM2008模型梯度和3倍标准差准则剔除粗差；顾及沿

轨差分过程中会放大高频噪声，采用Parks-McClellan低
通滤波器滤波得到梯度观测值；分别使用DOT2008A模

型和EGM2008模型考虑海面地形效应和大地水准面长

波信号，结合测高卫星地面轨迹处经向、纬向速度的近

似计算公式，得到“移去”参考场贡献的沿轨残余垂

线偏差信息，并计算格网点处的残余垂线偏差方向分

量；根据拉普拉斯方程导出的重力异常与垂线偏差的关

系，进一步计算得到格网化残余重力异常；最后，“恢

复”EGM2008参考场的长波信号后就得到了全球1′×1′
分辨率的海洋重力异常数据。

为了验证解算结果可靠性，采用美国国家地球物理

数据中心（National Geophysical Data Center, NGDC）提

供的船测重力数据进行精度分析，并基于水深信息将检

核数据划分为浅水区、非浅水区和深水区三类，分别

与DTU10、DTU13和SS V23.1进行对比，如表4所示。

结果表明，本文计算的海洋重力异常数据精度是可靠

的，在非浅水区和开阔海域精度与同期的DTU13 and SS 
V23.1模型相当，优于早期的DTU10模型。

4.3. GOCE 和 GRACE 卫星观测法方程与重力异常观测

法方程的联合解算

卫星重力观测数据和重力异常数据对重力场不同频

段信号的敏感度不同，因此不同的数据适于解算重力场

表3 恢复海域重力异常使用的卫星测高数据

Mission description
After resampling 
(ascending/descending)

After gross-error editing 
(ascending/descending)

After low-pass filtering 
(ascending/descending)

Along-track residual VD 
(ascending/descending)

Geosat-GM 62 819 391/63 328 036 61 158 174/61 889 402 61 069 909/61 807 025 61 025 777/61 765 837

ERM 2 404 326/2 418 309 2 390 665/2 406 238 2 387 598/2 403 207 2 386 065/2 401 692

ERS-GM 55 654 802/56 323 982 54 255 269/55 014 497 54 165 210/54 925 262 54 120 181/54 880 645

ERM 4 728 108/4 728 373 4 680 453/4 682 242 4 671 750/4 673 743 4 667 399/4 669 494

Envisat 229 720 618/230 647 516 227 586 522/228 680 076 227 293 315/228 396 751 227 146 712/228 255 089

Envisat/polar area 70 359 224/71 732 669 59 303 673/60 705 562 57 375 164/58 757 415 57 053 746/58 432 724

T/P 1 372 867/1 373 185 13 711 31/1 371 625 1 369 700/1 370 190 1 368 985/1 369 473

T/P Tandem 11 927 519/11 863 815 11 690 389/11 613 755 11 667 990/11 591 002 11 656 791/11 579 626

Jason-1/ERM 464 419 254/463 010 102 459 720 807/458 130 967 459 226 978/457 626 358 458 980 064/457 374 054

Jason-1/GM 52 047 065/52 028 393 51 485 270/51 453 120 51 429 721/51 395 863 51 401 947/51 367 235

CS-2/LRM 121 216 038/122 398 382 120 083 477/121 266 866 119 952 604/121 136 843 119 887 168/121 071 832

CS-2/SAR 23 455 721/23 624 139 21 963 011/22 138 340 21 774 880/21 953 709 21 680 815/21 861 394

CS2/SAR polar area 33 271 404/33 234 174 29 824 044/29 945 322 29 023 875/29 166 689 28 923 854/29 069 360

CS-2/SIN 3 658 431/3 659 248 3 427 824/3 439 159 3 369 567/3 380 112 3 340 439/3 350 589

CS-2/SIN polar area 4 552 232/4 568 268 3 479 946/3 527 868 3 139 065/3 188 187 3 096 455/3 145 727

SARAL/AltiKa 39 385 710/39 579 450 38 722 079/38 996 656 38 642 108/38 920 451 38 602 123/38 882 349
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的频段也不相同，充分利用各类观测数据包含的重力场

信号，将多类观测数据进行最优联合解算是高精度高分

辨率重力场模型解算的关键。通常认为卫星重力对重力

场中长波信号敏感，重力异常对高频及超高频信号敏

感。本文采用法方程的联合解算实现多类观测数据的联

合求解，解算中认为GRACE卫星重力数据、GOCE卫

星观测数据和重力异常数据三类数据之间不相关。图3
给出了卫星观测法方程和重力异常法方程的联合求解策

略，该策略参考了EGM96 [26]和EIGEN系列[19]模型

解算的法方程联合解算方法。

GRACE观测法方程、GOCE观测法方程和重力

异常法方程中位系数参数的最高阶分别为200、220和
2159。为提高计算效率，本文构建重力异常法方程时使

用了BDLS方法，因此重力异常法方程是块对角形式的

法方程。如图3所示，这些法方程的联合可以分为高阶

次部分和低阶次部分，在高阶次部分，模型的251~2159
阶`ge

nm系数是求解重力异常块对角形式法方程得到的；

而在低阶次部分，模型的2~250阶`ge
nm系数是通过联合

全阶次的卫星法方程和块对角形式的重力异常法方程得

到的。250阶称为过渡阶，一般大于卫星法方程的最高

阶，这样可以使系数及其误差在此处的变换较为平滑。

假设模型的两部分的系数是不相关的，才能将模型分为

两部分单独解算，当然，这样的假设会带来一些近似误

差。选取合适的过渡阶会尽量减小该近似误差，一方面

选取的阶次越高，通过多类观测数据联合求解得到的系

数越多，但是低阶次部分的联合法方程的规模也会变

大，相应的计算量也会增大；另一方面，过渡阶提高到

一定的阶，阶次增大对模型的结果产生影响很小。考虑

本研究使用的计算平台和计算精度的需要，本文选取的

过渡阶为250阶。

考虑到卫星观测数据求解的重力场低阶部分系数的

精度高于重力异常数据求解的系数，低阶的联合观测

法方程101阶以下部分仅使用了卫星法方程，没有使用

重力异常法方程。这个阶次的选择是通过分析卫星模

型ITSG-Grace2018、GOSG01S以及EGM2008模型的大

地水准面误差得到的，EGM2008反映了由重力异常数

据解算的系数精度。如图4所示，EGM2008的大地水准

面误差在100阶以下的误差均大于GOSG01S模型，在

表4 在典型区域使用NGDC船测重力数据对模型进行检核的结果（单位：mGal）

Situation Bathymetry (m) Description Minimum (mGal) Maximum (mGal) Mean (mGal) RMS (mGal)

Shallow water < 100 New result vs ship-measured –39.969 47.336 1.432 7.678

EGM2008 vs ship-measured –19.997 19.977 1.662 7.108

DTU10 vs ship-measured –23.881 21.706 1.651 7.211

DTU13 vs ship-measured –26.673 28.141 1.870 7.279

V23.1 vs ship-measured –35.391 58.192 1.293 7.696

Non-shallow water > 100 New result vs ship-measured –40.078 71.381 –0.226 5.866

EGM2008 vs ship-measured –19.999 19.999 0.002 6.181

DTU10 vs ship-measured –26.886 27.643 0.014 6.143

DTU13 vs ship-measured –31.972 33.281 –0.005 5.823

V23.1 vs ship-measured –42.594 83.899 –0.241 5.940

Open sea > 3000 New result vs ship-measured –32.055 25.172 0.240 5.445

EGM2008 vs ship-measured –19.995 19.999 0.445 5.642

DTU10 vs ship-measured –23.676 22.073 0.466 5.596

DTU13 vs ship-measured –28.444 25.258 0.390 5.534

V23.1 vs ship-measured –32.303 25.201 0.262 5.432

图3. GRACE、GOCE和重力异常法方程的联合解算方法。
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20~100阶的误差大于ITSG-Grace2018，从100阶开始它

们误差的差异开始减小，所以认为EGM2008在100阶以

内的表现较差。由于本文使用的陆地重力异常数据是由

EGM2008计算得到的，因此认为重力异常求解的系数

精度与EGM2008的特性一致，所以重力异常法方程没

有用于构建联合法方程的2~100阶部分，而是用于构建

联合法方程的101~250阶部分。

4.4. SGG-UGM-2 模型的解算流程

图5给出了SGG-UGM-2模型的具体解算流程，模型

解算中每一步的计算过程如下。

（1）根据4.1节的处理策略，使用GOCE卫星的SGG
和SST-hl观测数据建立了220阶次的GOCE卫星观测法

方程，法方程的参数为系数C s
nm。同时，解算该法方程

得到纯GOCE模型GOSG01S。ITSG-Grace2018模型法

方程的原始格式为SINEX格式，对其进行格式转换，转

换后的格式与GOCE法方程一致。

（2）使用2.2节介绍的法方程参数转换方法，将步

骤（1）中构建的两个法方程转换为参数是椭球谐系数

g e
nm的法方程。

（3）根据4.2节中的海洋重力异常数据求解方法，

使用多颗测高卫星的数据解算了5′×5′分辨率的海洋重

力异常数据。

（4）根据式（27），使用EGM2008模型计算了参

考椭球面上5′×5′分辨率的陆地重力异常点值数据，其

中，GM和a参 数 分 别 为3.986 004 415×1014 m3· s–2和 
6 378 136.3 m，这与卫星法方程中相应参数一致。将步

骤（3）计算的海洋重力异常数据和EGM2008计算的陆

地重力异常数据融合得到全球重力异常数据，命名为

ΔgF [65]。

 （27）

（5）由数据ΔgF使用块对角最小二乘方法构建

2~2159阶系数g e
nm块对角形式的法方程，在计算中引入

OpenMP并行计算技术提高计算效率，同时求解该块对

角法方程得到一组2~2159阶的系数g e
nm。为满足块对角

最小二乘方法的要求，用单位阵作为数据的权阵；根据

EGM2008模型在2190阶的大地水准面累积误差，选取

(5 mGal)2为法方程的初始方差分量。

（6）根据式（28）使用步骤（5）中计算的g e
nm系数

计算参考椭球面上的残余重力异常数据ΔgR，ΔgR中仅

有101~250阶系数的贡献。然后再由数据ΔgR使用BDLS
方法构建101~250阶系数的块对角形式法方程：

  （28）

（7）联合步骤（2）中计算的参数为g e
nm的卫星观测

法方程和步骤（6）中计算的法方程得到250阶联合观测

法方程，各个法方程的初始权均为1.0。求解该联合法

方程得到2~250阶椭球谐系数g e
nm。

（8）按照步骤（7）所述方法求得低阶次部分的系

数后，使用2.2节中的VCE方法更新各个法方程的相对

权。然后使用新的相对权对步骤（7）和步骤（8）进行

迭代计算，直到法方程的相对权收敛。在SGG-UGM-2
的计算中，最终进行了4次迭代，最终得到的重力异常

数据、GOCE数据和GRACE数据法方程的相对权分别

为1.0、1.9和1.3。
（9）经过迭代计算后可以求解得到2~250阶系数

g e
nm，这部分系数与步骤（5）中计算的251~2159阶系数

一同组成SGG-UGM-2模型的椭球谐系数。

（10）使用式（6）和式（7）将步骤（9）中得到的

2~2159阶椭球谐系数g e
nm转换为2~2190阶0~2159次的球

谐系数C s
nm。C s

nm系数为扰动位的球谐系数，加上GRS80
椭球的正常位系数后就可以得到最终解算的SGG-

图4. EGM2008、GOSG01S和ITSG-Grace2018模型的大地水准面阶
误差。



985Author name et al. / Engineering 2(2016) xxx–xxx

UGM-2模型系数。

5. SGG-UGM-2 模型的精度分析

5.1. 与 EGM2008 在频域和空域的对比

为了分析SGG-UGM-2模型系数的精度，首先计算

了它与EGM2008的系数差异，图6中的红色曲线为差

异的阶RMS，图6也给出了另外两个高分辨率模型EI-
GEN-6C4和GECO与EGM2008的差异，图7给出了模型

SGG-UGM-2、EIGEN-6C4和GECO与EGM2008系数阶

差异的谱图。由图6和图7可知，在160阶以下，这3个
模型与EGM2008的差异非常接近，尤其是SGG-UGM-2
和EIGEN-6C4，这是由于这3个模型都使用了GOCE卫

星数据。从160阶开始，这些模型的差异开始变大，这

是由于这些模型使用了不同的重力异常数据和不同的数

据联合解算方法。本文使用的海域重力异常数据是自

主计算的，而GECO使用的是EGM2008格网重力异常，

EIGEN-6C4使用的重力异常也与EGM2008重力异常接

近，因此相较SGG-UGM-2，EIGEN-6C4在360阶以上

的系数与EGM2008更为接近，GECO模型360阶以上的

系数与EGM2008几乎一致。

此外，使用SGG-UGM-2计算了全球重力异常数据，

并计算了它与EGM2008模型重力异常和EIGEN-6C4重
力异常的差异，差异的空间分布如图8所示，可知SGG-
UGM-2与EGM2008差异主要体现在青藏高原、南美洲、

非洲中部等区域，这些区域的重力异常数据都很稀少，

图5. SGG-UGM-2模型的计算流程。



986 Author name et al. / Engineering 2(2016) xxx–xxx

SGG-UGM-2与EIGEN-6C4在这些区域的差异相对较

小，这反映了GOCE数据对SGG-UGM-2与EIGEN-6C4
的贡献，GOCE数据改善了这两个模型在重力稀疏区

域的精度。除这些区域之外，SGG-UGM-2与其他两个

模型在沿海区域的差异也较大，造成该差异的原因是

SGG-UGM-2解算中使用了与其他两个模型不同的海域

重力异常数据。

5.2. 中国和美国的 GPS/ 水准数据的检核结果

首先使用了中国大陆区域的649个GPS/水准点[66]
和美国区域的6169个水准点[67]检验了SGG-UGM-2模
型的精度，需要说明的是，中国区域GPS/水准数据的高

程基准是正常高，美国区域GPS/水准数据的高程系统

为正高。使用SGG-UGM-2、SGG-UGM-1、EGM2008、
GECO和EIGEN-6C4模型计算了中国区域的似大地水准

面高和美国区域的大地水准面高，通过与GPS/水准数

据对比，计算模型的（似）大地水准面误差，计算中

使用的潮汐均为无潮汐系统[67–69]。He等[69]的分析

表明美国区域的GPS/水准数据在东西方向有约70 cm
的倾斜，而中国区域数据在东西方向的倾斜为9 cm。

表5和表6给出了模型的（似）大地水准面高在美国区

域和中国区域误差的统计结果，在美国区域和中国区

域误差的直方图分别为图9和图10，这些差异没有进行

任何的改正。

根据表5、表6、图9和图10，通过分析模型误

差 的STD可 知， 在 美 国，EGM2008、SGG-UGM-1、
SGG-UGM-2、GECO和EIGEN-6C4等模型的精度非常

接近，模型误差STD之间的差异小于7 mm，这些模型

误差的直方图的分布形态也很接近，展示了较大误差

离散度，这可能是因为美国的GPS/水准数据在不同区

域的质量不一致引起的。SGG-UGM-2在美国的精度

最好，误差的STD为0.277 m，而EGM2008的精度最

差，误差的STD为0.284 m。然而，这些模型在中国区

域的检核结果差异较大，模型误差STD不尽相同，STD
为0.157~0.240 m。使用了GOCE数据的SGG-UGM-1、
SGG-UGM-2、GECO和EIGEN-6C4模型的精度较为

接近，EIGEN-6C4的检核结果最好，它的误差STD为

0.157 m，而EGM2008的检核结果最差，它的误差STD
为0.240 m。从图10可以看出，使用了GOCE数据的模

型在中国的误差直方图也相对接近，EGM2008误差直

方图的离散度最高，它的特性与其他几个模型明显不

同，这可能是因为EGM2008构建中使用GOCE观测数

据，且使用中国区域的重力数据较为稀疏，而其他几

个模型通过使用GOCE卫星数据提高了模型长波系数

的精度，改善了模型在中国的精度，所以这些模型在

中国区域的精度优于EGM2008。另外，SGG-UGM-1
和SGG-UGM-2模型在中国和美国的检核结果都较为理

图6. 模型SGG-UGM-2、EIGEN-6C4和GECO与EGM2008的系数阶差
异RMS。

图7. 模型SGG-UGM-2  (a)、EIGEN-6C4 (b)和GECO (c)与EGM2008
的系数阶差异谱图。



987Author name et al. / Engineering 2(2016) xxx–xxx

想。同时，对比这两个模型可知，由于SGG-UGM-2中
使用了最新的GRACE卫星法方程和海域重力异常数据，

它在美国和中国区域的精度都优于SGG-UGM-1。EI-
GEN-6C4和SGG-UGM-2使用的观测数据和模型解算方

法比较接近，所以它们在两个区域的精度也比较接近。

两者的不同之处在于，EIGEN-6C4使用了更多的卫星重

力数据，如LAGEOS卫星数据，以及采用了不同于本文

的海洋重力异常数据；SGG-UGM-2解算中各类数据的

图8. SGG-UGM-2模型重力异常与EGM2008 (a)和EIGEN-6C4 (b)重力异常差异的空间分布。

表5 模型大地水准面与美国GPS/水准数据差异的统计结果（6169个点）（单位：m）

Model Maximum Minimum Mean STD RMS

EGM2008 0.360 –1.396 –0.511 0.284 0.584

EIGEN-6C4 0.397 –1.392 –0.512 0.282 0.585

SGG-UGM-1 0.317 –1.407 –0.511 0.280 0.583

SGG-UGM-2 0.386 –1.394 –0.511 0.277 0.578

GECO 0.313 –1.391 –0.513 0.281 0.585

表6 模型似大地水准面与中国GPS/水准数据差异的统计结果（649个点）（单位：m）

Model Maximum Minimum Mean STD RMS

EGM2008 1.729 –1.535 0.239 0.240 0.339

EIGEN-6C4 0.729 –0.698 0.243 0.157 0.289

SGG-UGM-1 0.744 –0.618 0.246 0.162 0.294

SGG-UGM-2 0.744 –0.603 0.246 0.161 0.292

GECO 1.165 –0.847 0.244 0.180 0.303
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相对权是使用VCE方法计算的，而EIGEN-6C4使用的

相对权是通过经验方法确定的[12,19]。
同时，本文也使用了这些模型大地水准面误差的变

异函数检核模型精度，模型误差的变异函数反映了模型

误差方差与GPS/水准点间距离的关系。本文使用了文

献[70]中经验变异函数的计算方法，通过文献[71,72]可
知，“gammavariance” (GVR)代表了在给定的距离上模

型误差的方差。图11给出了模型在中国和美国区域误

差的经验变异函数。在中国区域，EGM2008和GECO
的经验变异函数与其余3个模型有明显的差异，其在中

国的GVR都较大。SGG-UGM-1、SGG-UGM-2和EI-
GEN-6C4在两个区域的GVR都接近。此外，在3000 km
距离上，EIGEN-6C4模型在美国和中国的GVR均最小，

这在一定程度上说明它在该波段的系数精度最优。

5.3. 青岛和台湾的 GPS/ 水准数据的检验结果

为了检验模型在沿海区域和海岛的精度，使用了中

国青岛和中国台湾两个区域的GPS/水准数据对模型进

行检验，这两个区域都是沿海区域。青岛和台湾的GPS/

水准数据中分别有152个点和88个点。表7和表8给出了

模型在青岛和台湾的GPS/水准检验的结果，图12和图

13是在青岛和台湾区域模型大地水准面误差的直方图，

图14是模型在这两个区域误差的经验变异函数。青岛和

台湾的GPS/水准数据的高程系统分别为正常高系统和

正高系统，所以分别计算了模型在两个区域的似大地水

准面高和大地水准面高。

由表7和表8可知，在青岛区域SGG-UGM-2模型误

差的STD小于SGG-UGM-1，但在台湾区域却大于SGG-
UGM-1。一方面，青岛区域的结果表明SGG-UGM-2中
使用了新的海洋重力异常数据提升了其在沿海区域的精

度；但台湾区域的精度却没有提高，这可能是由于SG-
UGM-1和SGG-UGM-2使用的陆地重力异常是EGM2008
计算的，而EGM2008模型构建时使用了台湾区域的精

度很好的地面重力数据，新的卫星重力数据和海域重

力数据不能进一步提高其在台湾的精度，这也造成了

SGG-UGM-1、EIGEN-6C4和GECO在台湾的精度均不

如EGM2008。在青岛，这些模型误差的直方图比较接

近，这与表7中的统计结果一致。而在台湾这些模型的

图9. EGM2008 (a)、 EIGEN-6C4 (b)、SGG-UGM-1 (c)、SGG-UGM-2 (d)和GECO (e)模型与美国区域GPS/水准数据差异的直方图。
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图10. EGM2008 (a)、 EIGEN-6C4 (b)、SGG-UGM-1 (c)、SGG-UGM-2 (d)和GECO (e)模型与中国区域GPS/水准数据差异的直方图。

图11. EGM2008、EIGEN-6C4、GECO、SGG-UGM-1和SGG-UGM-2模型与中国（a）和美国（b）区域GPS/水准差异的经验变异函数。
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直方图有明显的不同，这是由于台湾的地形较为复杂造

成的。与表7和表8类似，在图14中，EGM2008的经验

变异函数最小，尤其是在80~140 km的空间分辨率上，

近似对应于模型的140~250阶次，从采用了GOCE数据

的超高阶重力场模型在海洋和美国本土的区域检验可以

说明，这部分频段的主要贡献来自于地面重力数据，因

此GOCE卫星重力和新导出的海洋重力异常对模型在台

湾区域精度的提升无实质性贡献。

表7 模型似大地水准面与青岛GPS/水准数据差异的统计结果（152个点）（单位：m）

Model Maximum Minimum Mean STD RMS
EGM2008 0.510 –0.090 0.196 0.100 0.220
EIGEN-6C4 0.373 –0.054 0.179 0.089 0.200
SGG-UGM-1 0.362 –0.075 0.168 0.102 0.197
SGG-UGM-2 0.415 –0.067 0.180 0.093 0.205
GECO 0.411 –0.137 0.174 0.116 0.209

表8 模型大地水准面与台湾GPS/水准数据差异的统计结果（88个点）（单位：m）

Model Maximum Minimum Mean STD RMS

EGM2008 0.918 0.437 0.676 0.086 0.681

EIGEN-6C4 0.715 0.267 0.557 0.091 0.564

SGG-UGM-1 0.720 0.248 0.569 0.091 0.576

SGG-UGM-2 0.733 0.272 0.563 0.096 0.540

GECO 0.729 0.204 0.564 0.106 0.574

图12. EGM2008 (a)、 EIGEN-6C4 (b)、SGG-UGM-1 (c)、SGG-UGM-2 (d)和GECO (e)模型与青岛GPS/水准数据差异的直方图。
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图13. EGM2008 (a)、 EIGEN-6C4 (b)、SGG-UGM-1 (c)、SGG-UGM-2 (d)和GECO (e)模型与台湾GPS/水准数据差异的直方图。

图14. EGM2008、EIGEN-6C4、GECO、SGG-UGM-1和SGG-UGM-2模型与青岛（a）和台湾（b）GPS/水准差异的经验变异函数。
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6. 结论

本文深入研究了EHA-CT方法的基本原理，并给出

了实用化解算策略；推导了根据EHA-CT方法使用椭球

面重力异常均值数据和点值数据反演重力场模型的严密

计算公式，在由椭球面点值计算重力场模型的公式中引

入了DH采样和赋权理论[36]，数值试验结果表明，本

文推导公式是严密的，可用于重力场模型的解算；对

Rapp和Pavlis [33]实现EHA-CT方法的积分公式进行了

验证，数值试验表明该式不正确，对重力场模型的中长

波分量影响较大。

同时，联合GOCE卫星的SGG和SST-hl观测数据、

ITSG-Grace2018模型的法方程、多代测高卫星数据和

EGM2008重力异常数据解算了一个新的5′×5′分辨率的

地球重力场模型SGG-UGM-2，模型完全展开到2190阶
2159次。在频域和空域内与EGM2008的对比分析说明，

SGG-UGM-2模型的精度可靠。中国和美国GPS/水准数

据检核的模型大地水准面误差的统计结果、直方图和

经验变异函数表明，在中国和美国区域SGG-UGM-2优
于SGG-UGM-1、GECO和EGM2008模型，在美国区域

SGG-UGM-2模型的精度最优。由于SGG-UGM-2模型解

算中使用了新的GRACE法方程和新反演的海域重力异

常数据，因此SGG-UGM-2模型在中国大陆和美国的精

度均略优于SGG-UGM-1。这些结果均说明SGG-UGM-2
模型精度是可靠的，可用于相关的地球科学研究和工程

应用；同时，研究结果也表明解算SGG-UGM-2模型使

用的方法是严密的，是后续研制和发布SGG-UGM系列

高分辨率重力场模型的重要基础。

致谢

感谢Mayer-Gürr和Kvas提供ITSG-Grace2018模型的

法方程。本研究获得国家自然科学基金创新研究群体项

目（41721003）和面上项目（41574019、41774020）资助，

并获德国DAAD主题网络项目（57421148）、高分辨率

对地观测系统重大专项、中央高校基本科研业务费专

项资金（N170103009）资助。我们也感谢编辑和匿名

审稿人的建设性意见，帮助我们提高了稿件的质量。

Compliance with ethics guidelines

Wei Liang, Jiancheng Li, Xinyu Xu, Shengjun Zhang, 

and Yongqi Zhao declare that they have no conflict of inter-
est or financial conflicts to disclose.

Appendix A. Supplementary data

Supplementary data to this article can be found online 
at https://doi.org/10.1016/j.eng.2020.05.008.

References

[1]	 Hofmann-Wellenhof B, Moritz H. Physical geodesy. 2nd ed. Wien: Springer 
Science & Business Media; 2006.

[2]	 Featherstone WE. GNSS-based heighting in Australia: current, emerging and 
future issues. J Spat Sci 2008;53(2):115–33.

[3]	 Rummel R. Global unification of height systems and GOCE. In: Sideris MG, 
editor. Gravity, geoid and geodynamics 2000. Berlin: Springer; 2002. p. 13–
20.

[4]	 Knudsen P, Bingham R, Andersen O, Rio MH. A global mean dynamic 
topography and ocean circulation estimation using a preliminary GOCE 
gravity model. J Geod 2011;85(11):861–79.

[5]	 McKenzie D, Yi W, Rummel R. Estimates of Te from GOCE data. Earth Planet 
Sci Lett 2014;399:116–27.

[6]	 Reigber C, Lühr H, Schwintzer P. CHAMP mission status. Adv Space Res 
2002;30 (2):129–34.

[7]	 Tapley BD, Bettadpur S, Watkins M, Reigber C. The gravity recovery and 
climate experiment: mission overview and early results. Geophys Res Lett 
2004;31(9):L09607.

[8]	 Drinkwater MR, Floberghagen R, Haagmans R, Muzi D, Popescu A. GOCE: 
ESA’s first Earth explorer core mission. In: Beutler G, Rummel R, Drinkwater 
MR, von Steiger R, editors. Earth gravity field from space—from sensors to 
Earth science. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers; 2003. p. 419–32.

[9]	 Reigber C, Jochmann H, Wünsch J, Neumayer KH, Schwintzer P. First 
insight into temporal gravity variability from CHAMP. In: Reigber C, Lühr H, 
Schwintzer P, editors. First CHAMP mission results for gravity, magnetic and 
atmospheric studies. New York: Springer; 2003. p. 128–33.

[10]	Tapley BD, Ries J, Bettadpur S, Chambers D, Cheng M, Condi F, et al. GGM02: 
an improved Earth gravity field model from GRACE. J Geod 2005;79(8):467–
78.

[11]	 Rummel R, Yi W, Stummer C. GOCE gravitational gradiometry. J Geod 2011;85 
(11):777.

[12]	Förste C, Schmidt R, Stubenvoll R, Flechtner F, Meyer U, König R, et al. The 
GeoForschungsZentrum Potsdam/Groupe de Recherche de Gèodésie Spatiale 
satellite-only and combined gravity field models: EIGEN-GL04S1 and 
EIGENGL04C. J Geod 2008;82(6):331–46.

[13]	Pail R, Goiginger H, Schuh WD, Höck E, Brockmann JM, Fecher T, et al. 
Combined satellite gravity field model GOCO01S derived from GOCE and 
GRACE. Geophys Res Lett 2010;37(20):L20314.

[14]	Mayer-Gürr T, Eicker A, Kurtenbach E, Ilk KH. ITG-GRACE: global static and 
temporal gravity field models from GRACE data. In: Flechtner FM, Gruber 
T, Güntner A, Mandea M, Rothacher M, Schöne T, editors. System Earth via 
geodetic-geophysical space techniques. Heidelberg: Springer; 2010. p. 159–
68.

[15]	 Jäggi A, Beutler G, Meyer U, Prange L, Dach R, Mervart L. AIUB-GRACE02S: 
status of GRACE gravity field recovery using the celestial mechanics 
approach. In: Kenyon S, Pacino MC, Marti U, editors. Geodesy for planet Earth. 
Heidelberg: Springer; 2012. p. 161–9.

[16]	Brockmann JM, Zehentner N, Höck E, Pail R, Loth I, Mayer-Gürr T, et al. EGM_
TIM_RL05: an independent geoid with centimeter accuracy purely based on 
the GOCE mission. Geophys Res Lett 2014;41(22):8089–99.

[17]	 H i r t  C ,  C l a e s s e n s  S J ,  Fe ch e r  T,  Ku h n  M ,  Pa i l  R ,  Rexe r  M .  New 
ultrahighresolution picture of Earth’s gravity field. Geophys Res Lett 2013;40 
(16):4279–83.

[18]	Pavlis NK, Holmes SA, Kenyon SC, Factor JK. The development and evaluation 
of the Earth Gravitational Model 2008 (EGM2008). J Geophys Res 2012;117 
(B4):B04406.

[19]	Förste C, Bruinsma SL, Abrikosov O, Lemoine JM, Marty JC, Flechtner F, 
Balmino G, Barthelmes F, Biancale R. EIGEN-6C4: the latest combined global 
gravity field model including GOCE data up to degree and order 2190 of GFZ 
Potsdam and GRGS Toulouse. 2014 [cited 2019 Mar 15]. GFZ Data Services. 
Available from: http://dataservices.gfz-potsdam.de/icgem/showshort.
php?id= escidoc:1119897.

[20]	Gilardoni M, Reguzzoni M, Sampietro D. GECO: a global gravity model by 
locally combining GOCE data and EGM2008. Stud Geophys Geod 2016;60 
(2):228–47.

[21]	Fecher T, Pail R, Gruber T. GOCO Consortium. GOCO05c: a new combined 



993Author name et al. / Engineering 2(2016) xxx–xxx

gravity field model based on full normal equations and regionally varying 
weighting. Surv Geophys 2017;38(3):571–90.

[22]	Pail R, Fecher T, Barnes D, Factor JF, Holmes SA, Gruber T, et al. Short note: the 
experimental geopotential model XGM2016. J Geod 2018;92(4):443–51.

[23]	Liang W, Xu X, Li J, Zhu G. The determination of an ultra-high gravity field 
model SGG-UGM-1 by combining EGM2008 gravity anomaly and GOCE 
observation data. Acta Geod Cartographica Sin 2018;47(4):425–34. Chinese.

[24]	Xu X, Zhao Y, Reubelt T, Tenzer R. A GOCE only gravity model GOSG01S and 
the validation of GOCE related satellite gravity models. Geod Geodyn 2017;8 
(4):260–72.

[25]	Rapp RH, Wang YM, Pavlis NK. The Ohio state 1991 geopotential and sea 
surface topography harmonic coefficientmodels. Technical report. Columbus: 
The Ohio State University; 1991.

[26]	Lemoine FG, Kenyon SC, Factor JK, Trimmer RG, Pavlis NK, Chinn DS, et al. The 
development of the joint NASA GSFC and the national imagery and mapping 
agency (NIMA) geopotential model EGM96. Technical report. Washington, 
DC: NASA Goddard Space Flight Center; 1998.

[27]	Holmes SA, Pavlis NK. Some aspects of harmonic analysis of data gridded 
on the ellipsoid. In: Proceedings of the 1st International Symposium of the 
International Gravity Field Service; 2006 Aug 28–Sep 1; Istanbul, Turkey. p. 
151–6.

[28]	Hotine M. Mathematical geodesy, ESSA, US. Washington, DC: US Department 
of Commerce; 1969.

[29]	Jekeli C. The downward continuation to the Earth’s surface of truncated 
spherical and ellipsoidal harmonic series of the gravity and height anomalies

[dissertation]. Columbus: The Ohio State University; 1981.
[30]	Jekeli C. The exact transformation between ellipsoidal and spherical harmonic 

expansions. Manuscr Geod 1988;13(2):106–13.
[31]	Gleason DM. Comparing ellipsoidal corrections to the transformation 

between the geopotential’s spherical and ellipsoidal spectrums. Manuscr 
Geod 1988;13 (2):114–29.

[32]	Sebera J, Bouman J, Bosch W. On computing ellipsoidal harmonics using 
Jekeli’s renormalization. J Geod 2012;86(9):713–26.

[33]	Rapp RH, Pavlis NK. The development and analysis of geopotential 
coefficient models to spherical harmonic degree 360. J Geophys Res 1990;95 
(B13):21885–911.

[34]	Lu Y, Hsu HT, Jiang FZ. The regional geopotential model to degree and order 
720 in China. In: Schwarz KP, editor. Geodesy beyond 2000. Heidelberg: 
Springer; 2000. p. 143–8.

[35]	Huang MT, Zhai GJ, Ouyang YZ, Lu XP, Xu GX, Wang KP. Analysis and 
computation of  ultrahigh degree geopotential  model.  Acta Geod 
Cartographica Sin 2001;30(3):208–13. Chinese.

[36]	Driscoll JR, Healy DM. Computing Fourier transforms and convolutions on the 
2-sphere. Adv Appl Math 1994;15(2):202–50.

[37]	Cruz JY. Ellipsoidal corrections to potential coefficients obtained from gravity 
anomaly data on the ellipsoid. Technical report. Columbus: The Ohio State 
University; 1986.

[38]	Sjöberg LE. Ellipsoidal corrections to order e2 of geopotential coefficients and 
Stokes’ formula. J Geod 2003;77(3–4):139–47.

[39]	Petrovskaya MS, Vershkov AN, Pavlis NK. New analytical and numerical 
approaches for geopotential modeling. J Geod 2001;75(12):661–72.

[40]	Claessens SJ. Solutions to ellipsoidal boundary value problems for gravity 
field modelling [dissertation]. Perth: Curtin University; 2006.

[41]	Claessens SJ. Spherical harmonic analysis of a harmonic function given on a 
spheroid. Geophys J Int 2016;206(1):142–51.

[42]	Claessens SJ, Hirt C. A surface spherical harmonic expansion of gravity 
anomalies on the ellipsoid. J Geod 2015;89(10):1035–48.

[43]	Rexer M, Hirt C, Pail R, Claessens S. Evaluation of  the third- and 
fourthgeneration GOCE Earth gravity field models with Australian terrestrial 
gravity data in spherical harmonics. J Geod 2014;88(4):319–33.

[44]	Sandwell DT, Smith WHF. Marine gravity anomaly from Geosat and ERS1 
satellite altimetry. J Geophys Res 1997;102(B5):10039–54.

[45]	Zhang S, Sandwell DT, Jin T, Li D. Inversion of marine gravity anomalies over 
southeastern China seas from multi-satellite altimeter vertical deflections. J 
Appl Geophys 2017;137:128–37.

[46]	Andersen OB, Knudsen P. Global marine gravity field from the ERS-1 and 
Geosat geodetic mission altimetry. J Geophys Res 1998;103(C4):8129–37.

[47]	Hwang C. Inverse Vening Meinesz formula and deflection-geoid formula: 

applications to the predictions of gravity and geoid over the South China Sea. 
J Geod 1998;72(5):304–12.

[48]	Kvas A, Behzadpour S, Ellmer M, Klinger B, Strasser S, Zehentner N, et al. 
ITSGGrace2018: overview and evaluation of a new GRACE-only gravity field 
time series. J Geophys Res 2019;124(8):9332–44.

[49]	Colombo OL. Numerical methods for harmonic analysis on the sphere. 
Technical report. Columbus: The Ohio State University; 1981.

[50]	Sneeuw N. Global spherical harmonic analysis by least-squares and numerical 
quadrature methods in historical perspective. Geophys J Int 1994;118 
(3):707–16.

[51]	Hirt C, Featherstone WE, Claessens SJ. On the accurate numerical evaluation 
of geodetic convolution integrals. J Geod 2011;85(8):519–38.

[52]	Liang W, Li JC, Xu XY, Zhao YQ. Analysis of the impact on the gravity field 
determination from the data with the ununiform noise distribution using 
block-diagonal least squares method. Geod Geodyn 2016;7(3):194–201.

[53]	Koch KR, Kusche J. Regularization of geopotential determination from satellite 
data by variance components. J Geod 2002;76(5):259–68.

[54]	Meyer U, Jean Y, Kvas A, Dahle Ch, Lemoine JM, Jäggi A. Combination of 
GRACE monthly gravity fields on the normal equation level. J Geod 2019;93 
(9):1645–58.

[55]	Jean Y, Meyer U, Jäggi A. Combination of GRACE monthly gravity field 
solutions from different processing strategies. J Geod 2018;92(11):1313–28.

[56]	Moritz H. Geodetic reference system 1980. Bull Géod 1980;54(3): 395–405.
[57]	Chapman B, Jost G, van der Pas R. Using openMP: portable shared memory 

parallel programming. London: The MIT Press; 2008.
[58]	Gruber T, Rummel R, Abrikosov O, van Hees R, editors. GOCE level 2 product 

data handbook. Technical report. The European GOCE Gravity Consortium; 
2010.

[59]	Schuh WD. Improved modelling of SGG-data sets by advanced filter 
strategies. Final report. Noordwijk: ESA; 2002. p. 113–81.

[60]	Fuchs MJ, Bouman J. Rotation of GOCE gravity gradients to local frames. 
Geophys J Int 2011;187(2):743–53.

[61]	Reubelt T, Austen G, Grafarend EW. Harmonic analysis of the Earth’s 
gravitational field by means of semi-continuous ephemerides of a low 
Earth orbiting GPS-tracked satellite. Case study: CHAMP. J Geod 2003;77(5– 
6):257–78.

[62]	Baur O, Reubelt T, Weigelt M, Roth M, Sneeuw N. GOCE orbit analysis: 
longwavelength gravity field determination using the acceleration approach. 
Adv Space Res 2012;50(3):385–96.

[63]	IERS. SINEX format [Internet]. Frankfurt: IERS; 2005. Available from: https:// 
www.iers.org/IERS/EN/Organization/AnalysisCoordinator/SinexFormat/sinex. 
html.

[64]	Olgiati A, Balmino G, Sarrailh M, Green CM. Gravity anomalies from satellite 
altimetry: comparison between computation via geoid heights and via 
deflections of the vertical. Bull Geod 1995;69(4):252–60.

[65]	Holmes SA, Featherstone WE. A unified approach to the Clenshaw summation 
and the recursive computation of very high degree and order normalised 
associated Legendre functions. J Geod 2002;76(5):279–99.

[66]	Li JC, Jiang WP, Zou XC, Xu XY, Shen WB. Evaluation of recent GRACE and 
GOCE satellite gravity models and combined models using GPS/leveling and 
gravity data in China. In: Proceedings of the IAG Symposium GGHS2012; 2012 
Oct 9– 12; Venice, Italy. Heidelberg: Springer; 2014. p. 67–74.

[67]	Milbert DG. Documentation for the GPS benchmark data set of 23-July-98. 
IGeS Bull 1998;8:29–42.

[68]	Chen JY. Tide correction should be scientifically defined in the geodetic data 
processing. Geomat Inf Sci Wuhan Univ 2003;28(6):633–5. Chinese.

[69]	He L, Chu YH, Xu XY, Zhang TX. Evaluation of the GRACE/GOCE global 
geopotential model on estimation of the geopotential value for the China 
vertical datum of 1985. Chin J Geophys 2019;62(6):2016–26. Chinese.

[70]	Webster R, Oliver MA. Geostatistics for environmental scientists. 2nd ed. 
Chichester: John Wiley & Sons Ltd.; 2007.

[71]	Bachmaier M, Backes M. Variogram or semivariogram? Variance or 
semivariance? Allan variance or introducing a new term? Math Geosci 
2011;43(6):735–40.

[72]	Slobbe C, Klees R, Farahani HH, Huisman L, Alberts B, Voet P, et al. The impact 
of noise in a GRACE/GOCE global gravity model on a local. J Geophys Res Sol 
Ea. In press.


