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两封闭弹性长方体连接结构的声辐射建模与分析
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［摘要］ 　 利用汉密尔顿函数和瑞利 －李兹方法 ，建立了分别由 １块四边弹性支承的弹性板及 ５块刚性板构成
的两连接封闭矩形腔外的辐射声场模型 ，推导了腔体外辐射声场的解析解 。模型在两个弹性长方体结构的连接
处施加假想的弹簧系统模拟不同连接条件 ，同时考虑了两弹性结构连接点之间以及弹性板与腔体内声场之间的
耦合 。通过算例表明 ，间接力通过连接结构对弹性板辐射声场的影响明显小于弹性板在同样直接力作用下的辐
射声场 ；弹性结构连接点处线弹簧的刚度变化对辐射声场的影响较旋转弹簧大 。
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１ 　引言
　 　由结构振动引起的声辐射问题是声学中的一个
长期的研究课题 。由于结构振动与声辐射之间的耦
合作用 ，使得噪声问题显得更为复杂 ，因此研究声
辐射的机理对噪声的控制及其低噪声设计有着重要

的意义 。目前 ，对于大多数工程实际问题 ，都是利
用数值方法 （有限元方法 、边界元方法 、无限元方
法 、统计能量方法等） 或者实验测试来求解结构振
动声辐射的 ，这不利于深入研究弹性结构声辐射产
生机理及声 －振特性 。

实际上 ，对于一些基本形状体如矩形板 、柱面
等的声辐射特性的研究已经比较成熟

［１ ～ ６］ 。 但对于
考虑规则结构之间连接的振动耦合后的辐射声场的

研究还较少 。在工程中 ，机电设备的外部结构基本
上是由多个类似的规则结构通过焊接 、螺钉连接或
其他方式连接在一起 。因此 ，对于规则连接结构的
声辐射建模与分析在工程上具有重要的应用价值 。

笔者建立了两个封闭弹性长方体连接结构的辐

射声场模型 ，该模型分别考虑了两个弹性长方体结

构与声腔的耦合 ，以及两个弹性体之间的振动的传
递 ；重点讨论了结构之间的连接属性对辐射声场的
影响 ，因此 ，在模型中只考虑两结构连接面为弹性
面 ，其余均为刚性面 ，并通过算例分析了辐射声场
的特性 ，讨论了结构之间不同连接条件对辐射声场
的影响 。

２ 　理论推导
2畅1 　分析模型

如图 １所示 ，两长方体空腔 １和 ２分别由 １块
四边弹性支承的弹性板及 ５块刚性板密封而成 。 腔
体 １的长 、宽 、高分别为 lx

１
，ly

１
和 lz

１
，体积为 V１ ，

弹性板 １的厚度为 h１ ，面积为 S１ ，边界为 Γ１ ；腔体 ２

的长 、宽 、高分别为 lx
２
，ly

２
和 lz

２
，体积为 V２ ，弹性板 ２

的厚度为 h２ ，面积为 S２ ，边界为 Γ２ ；板 ２中心点的坐

标为（ x０ ， y０ ，０） 。两弹性板的四边以及连接点分别

由线弹簧和旋转弹簧相连 ，其中板 １ 的四周由刚度
为 K１ ，C１ 的弹簧相连 ，板 ２ 的四周由刚度为 K２ ，C２

的弹簧相连 ，两板的各个连接点处由刚度为 K ，C的



弹簧相连 。假设各弹簧刚度取常数 ， 通过刚度取值
的不同 ，模拟不同的边界条件和连接条件 。
2畅2 　弹性结构的振动响应

由分析力学知 ，图 １所示的整个弹性结构的汉

密尔顿函数可写为

H ＝∫
t
１

t
０

（ TP
１
－ EP

１
＋ TP

２
－ EP

２
－ EK ＋ EF）d t （１）

图 1 　模型示意图
Fig畅１ 　 Schematic diagram of the structure system

　 　由于腔体内的声场与弹性结构之间是强耦合 ，
而腔体外声场与弹性结构之间是弱耦合 ，故式 （１）
中不考虑腔体外声场对结构振动的反作用 。 其中
t１ ，t２ 为任意的时间常数 ，TP

１
，TP

２
分别为弹性板 １ ，２

的动能 ，EP
１
，EP

２
分别为弹性板 １ ，２ 的势能 ，其表达

式见文献［７］ 。EK 为弹簧势能 ，EF 为外力所做的功 ：
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Γ
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１
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２
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２
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０
∫
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１
wP

１
d xd y ＋∫
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０
∫
ly２

０

Pc
２
wP

２
d xd y －

∫
lx１

０
∫
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０

F１ wP
１
d xd y －∫

lx２

０
∫
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０

F２ wP
２
d xd y （３）

式中 wP
１
，wP

２
分别为板 １和板 ２的弯曲振动的挠度

曲线 ；F１ ， F２ 分别为板 １ 和板 ２ 所受的外力激励 ；

Pc
１
，Pc

２
为矩形腔体 １ ，２内的声压响应 ；n为弹性板

１和板 ２边界的法线方向 ；ne 为两结构连接点的 x ，
y坐标方向 。t为两结构间的连接点数 。由瑞利 －李

兹方法 ，取两弹性板挠度曲线为
wP

１
（ x ，y ，t） ＝

　 　 ∑
m ，n
amn（ t） ψm（ x） Ψ n（ y） ＝ ∑

m ，n
amn（ t） ·

　 　
２
lx
１
x －

lx
１

２

m
２
ly
１
y －

ly
１

２

n

（４）

wP
２
（ y ，z ，t） ＝

　 　 ∑
p ，q
bpq（ t） Ω p（ x） Φ q（ y） ＝ ∑

p ，q
bpq（ t） ·

　 　
２
lx

２

（ x － x０ ）
p ２
ly

２

（ y － y０ ）
q

（５）

式 （４） 、式 （５） 中 ， ψm ，Ψ n ，Ω p ，Φ q 为满足弹性结

构位移边界条件的函数 ，m ， n ， p ， q 为正整数 ；
amn（ t） ，bpq（ t） 为待定系数 ，考虑简谐激励 ，令

amn（ t） ＝ amn exp（j ωt） ，bpq（ t） ＝ bpq exp（j ωt） ，ω为外

力激励频率 。
由哈密尔顿原理可知 ，弹性结构的真实运动应

满足

δH ＝ ０ （６）
　 　由式 （６） 推得 ：

（ － ω２ Mp
１
＋ Kp

１
＋ Klink

１
）｛ amn｝ ＋

Coup｛ bpq｝ ＝ fmn ＋ Pmn （７）

（ － ω２ Mp
２
＋ Kp

２
＋ Klink

２
）｛ bpq｝ ＋

CoupT｛ amn｝ ＝ fpq ＋ Ppq （８）
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Coup ＝
kD１

l３x
１
∑
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i ＝ １
Ψ m（ xi ） Ψ n （ yi ） Ω p（ xi） Φ q（ yi） ＋

cD１

lx
１

mp ∑
t

i ＝ １

２
lx

１
Ψ m－ １ （ xi） Ψ n （ yi） ·

２
lx

２
Ω p－ １ （ xi） Φ q（ yi） ＋

cD１

lx
１

nq ∑
t

i ＝ １
Ψ m（ xi） ·

２
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１
Ψ n － １ （ yi） Ω p（ xi）

２
ly

２
Φ q－ １ （ yi ） （１２）

fmn ＝∫
l
x１

０
∫
l
y１

０

F１ Ψ m（ x） Ψ n（ y）d xd y （１３）

Pmn ＝∫
l
x１

０
∫
l
y１

０

Pc
１
Ψ m（ x） Ψ n（ y）d xd y （１４）

其中 D１ ＝ E１ h３１桙（１２（１ － v２１ ）） ，根据弹性板的弯曲刚

度将弹簧刚度表达成无量纲形式 ，定义 k１ ＝

K１ l３x
１
桙D１ ，k２ ＝ K２ l３x

１
桙D１ ，k ＝ Kl３x

１
桙D１ ，c１ ＝

C１ lx
１
桙D１ ，c２ ＝ C２ lx

１
桙D１ 及 c ＝ Clx

１
桙D１ 。E１ ，ρP ，v１ 分

别为弹性板 １的杨氏模量 、密度和泊松比 。
同理 ，得到 fpq ，Ppq ，Mp

２
，Kp

２
，Klink

２
。

通过解式 （７） ， 式 （８） 的齐次方程 ， 即可求
得两弹性板的固有角频率 。

2畅3 　矩形腔的声压响应
根据波动方程 ，腔体 １内的声压响应 Pc

１
为

Δ２Pc
１
＋ （ ω桙 c０ ）２ Pc

１
＝ ０ （１５）

　 　由边界条件可知 ， Pc
１
必须满足下列方程 ：

矪 Pc
１

矪 n ＝
－ ρ０ ω２ wP

１
z ＝ ０

０ 　 　 　 其余
（１６）

Pc
１
＝ －∫

s
１

G１

矪 Pc
１

矪 n d s１ （１７）

　 　将式 （１６） 代入式 （１７） 得

Pc
１
＝ －∫

s
１

G１ ρ０ ω２ wP
１
d s１ （１８）

式中 G１ 为格林函数 。

考虑到矩形腔 １内的声压响应及格林函数是由
刚性边界条件下声腔的各阶固有模态构造而成 ，即

Pc
１
＝ ρ０ c２０ ∑

N

PN矱N
ΛN

（１９）

　 　根据理论声学 ，格林函数为

G１ ＝ ∑
N

c２０ 矱N（ ω ，r） 矱N（ ω ，r０ ）
V１ ΛN（ ω２

N － ω２ ）
（２０）

其中 ΛN ＝ １
V１∫V

矱N矱M d V ，矱N 为第 N阶声模态 ，ωN 为

第 N阶声模态的固有角频率 ，PN 为待定的系数 。

将式 （１９） 、式 （２０） 代入式 （１８） 得 ：

（ ω２
N － ω２） PN ＝ （ S１桙V１ ） ω２ （１桙S１ ）∫

S
１

wP
１
矱N d S１

（２１）
将第 N阶声模态由相应的正交模态阶数 n１ ， n２ ， n３
来代替 ，声模态及相应的固有角频率见文献［８］ 。
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将刚性边界条件下的矩形腔的声压模态及固有

频率代入式 （２１） ，并考虑模态阻尼因子 ηc ，得 ：

（ ω２
n
１
n
２
n
３
＋ j ηc ωn

１
n
２
n
３
ω － ω２） Pn

１
n
２
n
３
＝

（ ω２ S１桙V１ ） ∑
m ，n
amnCp

１
（２２）

Cp
１
＝ １
S１∫S

１

Ψ m（ x） Ψ n（ y） 矱n
１
n
２
n
３
d S１ （２３）

　 　同理 ，将矩形腔 ２的第 M阶声模态由相应的正
交模态阶数 m１ ， m２ ， m３ 代替 ，推得的声压响应为

（ ω２
m
１
m
２
m
３
＋ j ηc ωm

１
m
２
m
３
ω － ω２ ） Pm

１
m
２
m
３
＝

－ （ ω２ S２桙V２） ∑
p ，q
bpqCp

２
（２４）

Cp
２
＝ １
S２ Ω p（ x） Φ q（ y） Πm

１
m
２
m
３
d S２ （２５）

　 　将式 （２２） 至式 （２５） 代入式 （１４） 得

Pmn ＝
ρ０ c２０ ω２ S２１

V１
［（ ∑

n
１
，n

２
，n

３
∑

m
０
，n

０
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Cp
１
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０
n
０
）桙（ ω２

n
１
n
２
n
３
＋

j ηc ωn
１
n
２
n
３
ω － ω２ ） Λn

１
n
２
n
３
］ （２６）

　 　同理得

Ppq ＝
ρ０ c２０ ω２ S２２

V２
［（ ∑

m
１
，m

２
，m

３
∑
p ，q
Cp

２
（ m１ ，m２ ，m３ ，p ，q） ×

Cp
２
（ m１ ，m２ ，m３ ，p０ ，q０ ） bp

０
q
０
）桙（ ω２

m
１
m
２
m
３
＋

j ηc ωm
１
m
２
m
３
ω － ω２ ） Λm

１
m
２
m
３
］ （２７）

其中 m０ ， n０ ， p０ ， q０ 与 m ， n ， p ， q意义相同 。

将式 （２６） 、式 （２７） 代入式 （７） 、 式 （８） 联
立即可解得弹性板弯曲位移的系数 amn ， bpq 。
2畅4 　矩形腔体的外声场

利用前面已得到的弹性板的表面振动速度求辐

射声场 。为了书写方便 ，以下均略去时间因子 。对
于弹性板 １ ，长方体空腔 １ 就好比折叠的障板 ， 由
瑞利积分

［９］ ，得板 １的辐射声场的声压为

pr
１
（ x ，y ，z） ＝ － ∑

m ，n
amn ωρ０ c０ k

４π r ·

∫∫
（ S

１
－ S

２
）

Ψ m（ x′） Ψ n（ y′）
l１ e－ ikl１ d（ S１ － S２ ） （２８）

　 　当考虑远场时 ，从弹性板上各面元发出的声波
到达观察点时振幅的差异很小 ，可近似用观察点到
坐标原点的距离 r代替 。相位部分的差异仍需保留 。

将 l１ ≈ r － xx′
r － yy′

r 代入式 （２８） ，得 ：

pr
１
（ x ，y ，z） ＝ － ∑

m ，n
amn ωρ０ c０ k

４π r ·

∫∫
（ S

１
－ S

２
）

２
lx
１

x′ －
lx
２

m
２
ly

１

y′ －
ly
２

n

r ·

e－ ik r－ xx′
r － yy′

r d x′d y′ （２９）

３ 　分析算例
　 　分析模型为 lx

１
· ly

１
· lz

１
＝ ０畅７ m × １畅１ m × ０畅５ m

及 lx
２
· ly

２
· lz

２
＝ ０畅４ m × ０畅３ m × ０畅６ m两长方体封闭

声腔 ，其中两腔体的 z ＝ ０ 面为弹性板 ， 其余面均
为刚性板 ；腔体 ２弹性板的中心坐标为 x０ ＝ ０畅３ m ，

y０ ＝ ０畅５ m ； 两腔体的连接点坐标为 （０畅２ m ， ０畅４

m） ，（０畅３８ m ， ０畅４ m） ， （０畅４ m ， ０畅４５ m） ， （０畅３ m ，
０畅４５ m） 。取两弹性板的厚度均为 １ mm ， 模型的材
料属性如表 １所示 。

表 1 　材料参数
Table １ 　 Material parameter

材料 空气 钢

泊松比 ０畅３

阻尼比 ０畅０１ ０畅０１

杨氏模量桙N·m － ２ ２畅１ × １０１１

密度桙kg·m － ３ １畅２１ ７ ８５０

声速桙m·s － １ ３４０

重点考虑的是连接属性对辐射声场的影响 ，因
此 ，取弹性板为简支边界条件 。理论上 ，板四周的
支承线弹簧的刚度无限大 ， 旋转弹簧刚度为 ０ 时 ，
板为简支的边界条件 ，实际计算中 ，取远大于板的
弯曲刚度即可 。 取无量纲形式线弹簧刚度为 ０ ～ ５
× １０７ ，旋转弹簧刚度为 ０ ～ ５ × １０５ ， 表示不同的连
接条件和边界条件 。

在板 １点 （０畅２ ，０畅４ ，０） 上作用 １０ ～ ６００ Hz范
围内的单位简谐力 ，利用前面推导出的弹性板的辐
射声场 ，由解析表达式计算出腔体外的声压响应的
解析解 。

取 k１ ＝ k２ ＝ ５ × １０７ ， c１ ＝ c２ ＝ ０ 模拟弹性板简

支边界 。为了了解连接处线弹簧刚度的取值对辐射
声场的影响 ，在旋转弹簧的刚度值为 c ＝ ５ × １０２

的

情况下 ，分别取 k ＝ ０ 和 k ＝ ５ × １０７
时 ， 声腔外点

（５ ，４ ，３畅８） 声压响应如图 ２所示 。
图 ２中连接条件为 k ＝ ０ 时的辐射声压总体上

明显小于 k ＝ ５ × １０７ ， 可知连接处线弹簧的刚度变
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图 2 　 k取不同值时点 （5 ，4 ，3畅8） 的声压响应
Fig畅２ 　 Sound response of point （５ ，４ ，３畅８） due to

different stiffiness （ k）

化对结构的辐射声场影响较大 。线弹簧的刚度取值
愈大 ，辐射声场的响应愈强 。

同样 ，在连接处线弹簧刚度 k ＝ ５ × １０３
取值不

变的情况下 ， 分别取 c ＝ ０ 和 c ＝ ５ × １０５
时 ， 点

（５ ，４ ，３畅８） 的声压响应如图 ３所示 。

图 3 　 c取不同值时点 （5 ，4 ，3畅8） 的声压响应
Fig畅３ 　 Sound response of point （５ ，４ ，３畅８） due to

different stiffiness （ c）

　 　由图 ３可看出 ， 连接条件为 c ＝ ０ 时的辐射声
压总体上与 c ＝ ５ × １０５

时差别很小 ， 可知旋转弹簧
刚度的变化对辐射声场的影响不大 。与图 ２进行比
较可看出 ，连接弹性板的旋转弹簧的刚度变化对结
构的辐射声场的影响较之线弹簧要小得多 。

当弹簧刚度分别为 k ＝ ５ × １０３ ， c ＝ ５ × １０２
时 ，

在两板上的重合点 （０畅２ ，０畅４ ，０） 上分别单独作用
１０ ～ ６００ Hz 范围内的单位简谐力 ， 声腔外点 （５ ，
４ ，３畅８） 声压响应如图 ４所示 。

图 4 　两板分别受力时点 （5 ，4 ，3畅8） 的声压响应
Fig畅４ 　 Sound response of point （５ ，４ ，３畅８） with the
two plates subjected to a unit point load separately

４ 　结论
　 　笔者建立了两个封闭弹性长方体连接结构的辐
射声场模型 。该模型考虑了两弹性长方体结构连接
之间以及弹性板与腔体内声场之间的耦合 。并通过
算例分析了连接结构之间的耦合以及连接条件的改

变对辐射声场影响 。
１） 在所分析频段内 ， 间接力通过连接结构对

弹性板 １辐射声场的影响明显小于板 １在同样直接
力作用下的辐射声场 。因此 ，当所要求分析的频率
较低 ，间接力与直接力相当时 ，可以只考虑辐射面
所受到的直接激励 ，而对于间接激励对声场的影响
可以不予考虑 。

２） 连接结构的线弹簧刚度的变化对辐射声场
的影响甚于旋转弹簧刚度的变化 ，且线弹簧刚度取
值越大 ，辐射声场的声压强度愈大 。因此 ，在控制
结构的辐射声场时 ，改变线弹簧的刚度更加有效 。
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Analysis of Sound Radiation of Two Connected
Elastic Rectangular Enclosure

Yao Haoping ，Zhang Jianrun ，Chen Nan ，Sun Qinghong
（ The Department of Mechanical Engineering of Southeast University ， Nanjing 　 ２１００９６ ， China）

［Abstract］ 　 The model of sound radiated from two connected rectangular enclosures consisting of one
elastically supported flexible panel and five rigid panels is deduced by using Hamiltonian function and Rayleigh
－ Ritz method in this paper ．By means of artificial springs along connected points of flexible panels ，this model
allows the consideration of a wide variety structure joint conditions ．Numerical results on the radiation of sound
are presented ．These results are intended to investigate two main issues ：one is that the direct force affects the
radiation of sound more than the indirect force does ， the other is that the translational stiffness at connected
points affects the radiation of sound more than the rotational stiffness does ．
［Key words］ 　 the radiation of sound ； connection ； rectangular enclosure ；coupling

更 　 　正
本刊 ２００７年第 ９卷第 ２期第 ５９页左栏顺数第 １０行 h ＝ mhf cλ ＝ N（ λ） λm０ 应为

h ＝ mhf cλ ＝ N（ λ） λm０ c
　 　特此更正 ，并诚向作者 、读者致歉 。
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