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［摘要］　正态分布和重尾分布在概率研究中具有非常重要的地位，二者具有完全不同的数学形式和物理意
义。 正态分布的密度函数以指数函数衰减至 ０，服从正态分布的随机变量，其绝大多数取值在其期望附近，偏
离期望很大的取值很少。 而服从重尾分布的随机变量，其尾分布函数具有重尾特性，密度函数以幂指数衰减
至 ０。 笔者证明了正态云模型是具有均值的重尾分布，是介于正态分布与重尾分布之间的中间状态，正态云
模型的参数超熵 Ｈｅ是可以实现正态分布向重尾分布转换的桥梁。
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1　前言
在概率论与随机过程的研究中，正态分布的地

位举足轻重。 正态分布的密度函数和分布函数具有
比较简单的数学形式和一些很好的数学性质。 正态
分布是许多重要概率分布的极限分布，许多非正态
的随机变量是正态随机变量的函数，这些都使得正
态分布在理论和实际中应用非常广泛。

中心极限定理从理论上阐述了产生正态分布的

条件，中心极限定理简单直观的阐述是：如果决定某
一随机变量结果的是大量微小的、独立的随机因素
之和，并且每一随机因素的单独作用相对均匀的小，
没有一种因素可起到压倒一切的主导作用，那么这
个随机变量一般近似服从于正态分布。 正态分布广
泛存在于自然现象、社会现象、科学技术以及生产活
动中，在实际中遇到的许多随机现象都服从或者近
似服从正态分布。 例如，正常生产条件下的产品质
量指标，随机测量误差，同一生物群体的某种特征，
某地的年平均气温等。

通常在讨论有关概率问题时，分布函数 F（x）起
着非常重要的作用，其尾分布函数 １ －F（ x）在实际

中的应用尤为重要。 例如，在有关可靠性的分布中，
可靠性与失效率等概念都同尾分布函数有关。 自
２０ 世纪 ６０ 年代以来，国外出现了大量重尾分布的
研究文献

［１ ～３］ 。 但是究竟什么是重尾分布？ 至今仍
未有一个确切统一的定义来描述，甚至名称也没有
完全统一。 不同文献中，重尾分布（ ｈｅａｖｙ-ｔａｉｌｅｄ ｄｉｓ-
ｔｒｉｂｕｔｉｏｎ） 也被称为胖尾 （ ｆａｔ-ｔａｉｌｅｄ）、厚尾 （ ｔｈｉｃｋ-
ｔａｉｌｅｄ）或者长尾（ ｌｏｎｇ-ｔａｉｌｅｄ）分布。 在文章中，笔者
把这些名词当作同义词，在不引起混淆的情况下，统
称为重尾分布。

重尾分布在分支过程、排队论和可靠性的研究
中，特别是近年来在金融工程、数量经济和保险精算
等研究领域都有广泛应用。 特别是 １９９８ 年 ＢＡ 模
型的提出

［４］ ，使全世界不同领域的众多学者对幂律
分布产生了极大的兴趣和热情。 而幂律分布就是一
类重尾分布。 由于优胜劣汰的竞争机制在生物界、
人类社会等诸多领域中都或多或少地存在，因此，越
来越多的研究者倾向于重尾分布具有不亚于正态分

布的意义。
无论从产生条件、数学形式还是物理意义而言，

重尾分布都和正态分布截然不同。 那么，二者之间
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到底有无内在联系？ 有无转换桥梁？ 这将是以下所
要论述的中心问题。
2　正态分布与重尾分布

定义 1　若随机变量 X 的概率分布函数形式
为：
F x，μ，σ２ ＝ １

２ σ∫x－∞
ｅｘｐ －（u －μ） ２

２σ２ ｄu 。
或者概率密度函数为：

f （x，μ，σ２ ） ＝（２ ） －１ ／２σ－１ ｅｘｐ［ －（x －μ） ２ ／２σ２ ］
则称 X 为正态分布，记为 X ～N（μ，σ２ ）。 其中，μ和
σ２
分别是正态分布的期望和方差，分别表征随机变

量的最可能取值以及一切可能取值的离散程度。
重尾分布则有很多等价的数学定义，其中 Ｅｍ-

ｂｒｅｃｈｔｓ的定义应用最为广泛［１］ 。
定义 2　称随机变量 X 是重尾分布，如果它不

存在 指 数 阶 矩， 即 对 任 意 λ＞０， 有 EｅλX ＝
∫＋∞

０
ｅλxｄF（x） ＝∞ 。 其中 F（x）是 X 的分布函数。
还有一种定义是相对于正态分布而言，以四阶

中心矩为基础。 四阶中心矩具有峰度（ ｋｕｒｔｏｓｉｓ）的
含义，峰度是统计中描述分布状态的一个重要特征
值，用以判断概率密度函数曲线相比于正态分布的
尖平程度。 如果将正态分布视为常峰态，密度函数
曲线的形状比正态分布更高更瘦的称为高峰态，否
则称为低峰态。

定义 3 ［ 5 ］ 　随机变量 X 称为是重尾的，如果
E［（X －μ） ４

σ４ ］ ＞３ ，其中 μ、σ分别为 X 的期望和标
准差。

正态分布的峰度为 ３，因此该性质被称为超过
或大于峰度。 但是，该定义只适用于四阶矩存在的
情况。 另一种是判断重尾分布较为直观的定义。

定义 4 ［ 1］ 　如果密度函数是以幂指数衰减至 ０
的，则该分布函数为重尾的；如果密度函数是以指数
函数衰减至 ０ 的，称该分布函数为轻尾的。

形象而言，重尾分布就是密度函数“尾巴”比较
长的分布。 在应用领域，它的物理意义可以解释为
极端事件的概率不为 ０。 如保险业的大额索赔问
题，在 N次索赔中有一次索赔的额度非常大，以至
于其他 N －１ 次索赔相对于这次索赔而言是微不足
道的，这类大额索赔问题就需要用重尾分布来处理。
这类问题就是所谓的极端事件问题，如地震、洪水、
股灾等。 这类问题研究在现实中有很强的应用价

值，尤其是“９１１”事变后，大量保险公司破产，极端
事件的研究更成为新的前沿研究热点。 因此，重尾
分布的研究也受到越来越多学者的关注。
3　云模型———超熵与重尾分布

云模型是利用 ３ 个数字特征，结合特定算法实
现的定性概念及其定量表示之间的转换模型。 其 ３
个数字特征及具体算法定义如下

［６］ 。
期望 Ｅｘ：云滴在论域空间分布的期望，即最能

够代表定性概念的点。
熵 Ｅｎ：代表定性概念的粒度，熵越大，概念越宏

观。
超熵 Ｈｅ：熵的不确定性度量，即熵的熵。
定义 5　设 U 是一论域，C 是 U 上的定性概念，

（Ｅｘ， Ｅｎ， Ｈｅ）为 C 的数字特征。 若定量值 x∈U 是
定性概念 C 的一次随机实现，x 满足：

x ～N（Ｅｘ，Ｅｎ′２ ）
其中，Ｅｎ′～Ｎ（Ｅｎ，Ｈｅ２ ）， N（Ｅｎ， Ｈｅ２ ）表示期望为
Ｅｎ、方差为 Ｈｅ２

的正态分布。
x 对 C 的确定度 y 根据下式计算： y ＝ｅ －（x－Ｅｘ）２

２Ｅｎ′２ ，那么
x 在论域 U 上的分布 X 称为正态云。

容易计算，正态云 X 的概率密度函数为 fX（x）
＝∫∞

－∞
１

２ Ｈｅ y ｅ －（x－Ｅｘ）２
２y２ －（y－Ｅｎ）２

２Ｈｅ２ ｄy 。
文献［６］已经证明，正态云模型的期望和方差

分别为 Ｅｘ 和 Ｅｎ２ ＋Ｈｅ２ 。 其概率密度函数以 Ｅｘ 为
中心左右对称。 接下来，我们将证明，正态云 X 还
具有重尾特性。

定理 １：当 Ｈｅ ＞０ 时，正态云模型为重尾分布。
证明：正态云模型 X 的四阶中心矩为

E｛［X －E（X）］ ４ ｝ ＝∫＋∞

－∞
（x －Ｅｘ） ４ f（x）ｄx

＝∫＋∞

－∞
［∫＋∞

－∞
（x －Ｅｘ） ４ １

y ２ ｅ －（x－Ｅｘ）２
２y２ ｄx］

　 １
２ Ｈｅｅ －（y－Ｅｎ）２

２Ｈｅ２ ｄy

＝∫＋∞

－∞
３y４ １

２ Ｈｅｅ －（y－Ｅｎ）２
２Ｈｅ２ ｄy

＝３∫＋∞

－∞
［（y －Ｅｎ） ＋Ｅｎ］ ４ １

２ Ｈｅｅ －（y－Ｅｎ）２
２Ｈｅ２ ｄy

＝３∫＋∞

－∞
［（y －Ｅｎ） ４ ＋４（y －Ｅｎ） ３ Ｅｎ ＋

　６（y －Ｅｎ） ２ Ｅｎ２ ＋４（y －Ｅｎ）Ｅｎ３ ＋Ｅｎ４ ］
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　 １
２ Ｈｅｅ －（y－Ｅｎ）２

２Ｈｅ２ ｄy
＝３（３Ｈｅ４ ＋６Ｈｅ２ Ｅｎ２ ＋Ｅｎ４ ）
由于正态云 X 的方差 为 Ｅｎ２ ＋Ｈｅ２ ，故正态云

模型的峰度为

K（X） ＝E［X －E（X）］ ４

（Ｅｎ２ ＋Ｈｅ２ ） ２

＝３（３Ｈｅ４ ＋６Ｈｅ２ Ｅｎ２ ＋Ｅｎ４ ）
（Ｅｎ２ ＋Ｈｅ２ ） ２

＝９ － ６
（１ ＋Ｈｅ２

Ｅｎ２ ） ２
＞３ 　

故由定义 ３，当 Ｈｅ ＞０ 时，正态云模型为重尾分
布。

根据定理 １，很容易看出超熵 Ｈｅ 的物理意义。
当 Ｈｅ ＝０ 时，正态云模型退化为正态分布。 随着 Ｈｅ
的增大，云滴分布将由正态分布向重尾分布转换。
可以说，正态云模型的数字特征超熵 Ｈｅ 是正态分
布与重尾分布之间的桥梁。
4　结语

大量的随机因素作用会导致正态分布，在自然
界，完全由大量随机因素主导的现象会比较多，因
此，在处理自然现象时，正态分布可能会发挥比较好
的作用。 而在人类社会或者有生命存在的地方，通
常会存在不同程度的竞争、适者生存等因素，优先依
附的准则在很多情况下适用，因此幂律分布这类重
尾分布也受到了不同领域研究者的青睐。 但是，人
类社会中的诸多现象或者人类行为，不会完全由随
机因素主宰，因为人类会理智思考，选择最利己的行

动。 也不会任由富者越富，大小通吃，因为会有类似
国家政府的干预等因素。 因此，真实的社会中，更多
的现象是既存在极端事件，也有大量中间成分，是介
于正态分布（平均主义）与幂律这样的重尾分布（完
全不平衡）之间的中间状态：有期望的重尾分布。
可以说云模型，就是介于正态与重尾之间的中间分
布。

通过笔者的研究，证明了正态云模型是一类有
期望值的重尾分布。 这类有平均值的重尾分布具有
何种数学性质？ 其在数学领域的诸多性质证明，与
其他重尾分布的比较研究，其内在形成机制的阐述
证明，以及其在极端事件预测等领域的应用研究等，
都将是下一步重点关注的问题。
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Proof of the heavy-tailed property of normal cloud model
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