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摘要

本文使用了双层高通量计算。在涉及改变晶体结构和（或）化学成分的第一层中，本文分析了选定的 III-
V半导体、填充和未填充的方钴矿，以及岩盐和层状硫属化物。第二层在整个布里渊区（BZ）中搜索费米
能级1.5 eV (1 eV = 1.602176×10−19 J)范围内的临界点，并通过计算有效质量来表征这些点。本文介绍了
几种从第一原理计算有效质量的方法并对它们进行了比较。本文使用的方法还包括计算翘曲临界点的
态密度有效质量，由于临界点存在潜在非解析性，传统方法无法给出一致的结果。本文证明了考虑能带
结构的全部复杂性以及计算有效质量的互补方法价值的必要性。本文还通过计算证明翘曲仅发生在有
退化性的情况下。
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1. 引言

电子能带结构在理解材料物理性质的起源，以及评估

优化和化学替代的路径方面发挥着重要作用。多体电子薛

定谔（Schrödinger）方程的解的色散关系提供了定量信

息，能够表征材料的大多数功能。能带结构En(k)是来自

ℝ3→ℝN（其中，N是相关能带的数量，n是能带指数，k

是指示结晶动量的向量）的映射，通常仅通过二维（2D）

能带图来表示。因为任何给定能带都是一个定义域为三维

（3D）布里渊区（BZ）的函数，k∈BZ∈ℝ3，所以给定能带

的图形嵌入在四个维度中。沿高对称线绘制的能带结构图

是一种可以快速评估材料的工具。然而，二维表示法忽略

了BZ的大部分区域，所以无法揭示电子光谱的全部复杂

性。常规情况，如参考文献[1]中所述，其为能带图提供

了共同点，但2D能带的展示在本质上是有限的。

临界点处，∂En(k)/∂k = 0 [其中，∂En(k)/∂k表示En(k)

相对于 k的梯度]是电子能带结构的重要特征。在这些点

上，态密度[DOS；也由能量 E、D(E)的函数表示]很大

（或发散；参见参考文献[2]）。
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临界点具有单位晶胞体积V和一个无穷小的恒定能量

表面 dS。临界点是评估材料物理特性和充分表征材料的

关键。例如，对于2D材料，鞍点会导致对数奇点[3]，三

个维度中的最大值和最小值会导致DOS的平方根具有依

赖性，并且会导致 van Hove 奇点或非平滑点[4]。因此，

识别所有临界点是一个重要目标。

与电子能带结构的局部性质相关的一个概念是有效质

量张量M*，它是假设泰勒可扩展性在 k0附近的一个具有

分量的3D二阶张量：

M *
nij (k0 )=

ℏ2

me ( ¶2 En( )k
¶ki¶kj ) -1

k0

（2）
式中，n为能带指数；ℏ为简化的普朗克常量；me为电子

的质量；下标 i、j用于标记有效质量张量M*或向量k的笛

卡尔分量。有效质量张量的倒数与能量色散的曲率有关，

En(k)是描述电子传输和光学性质时的关键量；其评估必

须考虑能带结构的全部数学复杂性。此外，有些情况下存

在的非解析点（例如，Hessian矩阵不是对称矩阵的点）

会导致临界点翘曲，这在多种情况下都会起作用[5‒6]，

但很难用2D能带图识别。通过确定临界点的高保真有效

质量张量，可以制定能带结构的分析模型。这些模型在固

态物理和电子工程中都很重要。例如，它们可以用作蒙特

卡罗输运模拟[7]或电子设备、电池和热电能量转换器的

多尺度建模[8]。将分析能带结构用于建模散射率等应用

中，必须对能带进行求导和积分操作[7]。从实验的角度

来看，DOS有效质量是能带结构的一个共同特性，可以

通过回旋共振[9‒18]、四系数法[19]、Shubnikov-de Haas

振荡[16,20‒23]、磁声共振[15‒16,24‒25]、飞行时间漂移

速度[7,26‒29]、光传输和反射[30‒32]，以及红外反射和

法拉第旋转[33‒35]来测量。主要目标是能够比较通过这

些间接方法获得的有效质量的不同测量值并使这些结果与

电子结构计算保持一致。

本文介绍了一种双层高通量（high-throughput, HT）

方法，旨在部分解决当前文献中存在的理论与实验不一致

的问题。第一层是传统的化学替代/结构变化（如参考文

献[36‒42]），第二层是对En(k )进行研究以确定临界点的

性质并计算有效质量张量。传统的HT考虑了一系列原型

材料：III-V型半导体、填充和未填充方钴矿，以及岩盐

和层状硫属化物。针对每种材料，本文在整个BZ中寻找

临界点，并使用几种不同的验证方法确定这些点的有效质

量[43]。这些方法还表征了能带的翘曲，并正确计算了那

些翘曲点处的DOS有效质量[6]。据笔者所知，这是首次

对BZ大部分区域的有效质量进行HT计算。

本文在第2节中说明了计算的细节，在第3节中介绍

了选定的结果（大部分数据包含在附录A中），在第 4节

中讨论了本工作的影响。

2. 方法

本工作选择的原型材料如下：III-V型半导体（具有

闪锌矿结构的AlSb和AlP）；岩盐（PbTe、GeTe、SnTe、

PbS、GeS、SnS、PbSe、GeSe和 SnSe）和层状硫属化物

（Bi2Te3、 Bi2Te2Se、 Bi2Se2Te、 Bi2Se3、 Bi2Te2S 和

Bi2Se2S）；原始且完全填充的钴锑化物（特别是 CoSb3、

CaCo4Sb12和BaCo4Sb12）。对于每种材料，首先是生成一

个投影的原子轨道紧束缚（PAO-TB）哈密顿量，该量用

于有效和精确地插入能带结构[44]。本文使用 Quantum

Espresso（Quantum ESPRESSO Foundation，英国） [45‒

46]来计算AFLOWπ HT计算框架[47]中的电子结构。

AFLOWπ的工作流程（图1）推动了ACBN0 [48‒51]

方案（参见附录A中的表S1、表S4、表S14和表S18）中

Hubbard U 校正的计算，优化了晶胞的结构，并生成了

PAO-TB 哈密顿量。波函数和电荷动能截止值分别为

150 Ry（1 Ry = 2.179872×10−18 J）和600 Ry，并且使用了

密度约为 0.01 Å−1的Monkhorst-Pack k点网格。赝势的选

择是由于需要最大化PAO-TB模型中良好投影的能带的数

量；为此，对 PSlibrary [52]生成的 Perdew-Burke-Ernzer‐

hof（PBE）-投影增强波（PAW）赝势进行了改进，使其

具有扩展基础[44]。计算过程考虑了自旋-轨道耦合。为了

比较和测试翘曲，本实验还进行了没有自旋轨道的计算。

PAOFLOW（美国北得克萨斯大学）[53]用于将计算量大

的哈密顿量从平面波基础投影到更有效的 PAO-TB 基础

中。PAO-TB哈密顿量允许利用傅里叶插值来获得平滑的

能带结构。本文将完整的BZ划分为一个 12×12×12网格，

并在每个体素中搜索一个孤立的临界点。假设一个体素最

多包含一个临界点。本实验选择了一个 12×12×12网格以

在准确性和计算效率之间取得平衡。然后使用对称组来比

较k-空间中临界点的位置，以识别唯一的临界点。因为考

虑到不同的晶体结构，这样做是为了便于计算和分析的一

致性。

为了确定临界点，本实验确定了能带速度vn非常小的

k点。
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图 2显示了 SnTe鞍点的典型案例。三个图显示了速

度 v的三个分量。通过动量算子p的期望值，电子群速度

可以通过PAO-TB哈密顿量计算，如参考文献[2]中所述。

vn(k ) = 1
ℏ
ψn( )k

|

|
|
||
||

|
|
||
| p
me

ψn( )k µ ψn( )k
|

|
|
||
||

|
|
||
| ¶H ( )k

¶k
ψn( )k

（4）
式中，me 为电子质量；H 为哈密顿量；ψn 为单粒子波

函数。

从能量色散开始，本实验使用二阶傅里叶导数计算了

Hessian矩阵[54‒55]：

¶2 En( )k
¶ki¶kj

= ψn( )k
|

|

|
||
||

|

|
||
| ¶2 H ( )k
¶ki¶kj

ψn( )k +

2 (
ψn( )k
¶ki

|

|

|
||
||

|

|
||
| ¶H ( )k

¶kj

ψn( )k （5）
Hessian矩阵的逆矩阵与所选参考系统中的有效质量

张量成正比。矩阵对角化可以得到三个特征值m1、m2和

m3。DOS有效质量通过选取三个有效质量分量m1、m2和

m3的几何平均值进行计算：

m*
DOS = (m1m2m3 )

1
3 = (detM * )

1
3 （6）

需要注意的是，在m*
DOS的定义中，只考虑了一个可

能的等价 k点。傅里叶方法的有效性（在计算上非常有

效）适用于所有非翘曲带，但在Hessian不对称的翘曲带

的情况下并不适用。为了以相同的方式处理所有临界点，

本文计算了逆有效质量表面（inverse effective mass sur‐

face, IEMS），并用它来确定有效质量张量的三个对角线

分量，即DOS有效质量考虑能带翘曲效应[6]和能带翘曲

参数（w）[5]。

IEMS是通过使用以每个临界点为中心的径向网格对

能量色散进行插值来生成的。对于球形网格中的每个临界

点和每个角方向（由φ、θ定义），本实验发现了沿径向 kr

的能量色散的二阶导数，即En(k0) = En0附近给定径向方向

上的有效质量（图 3）。带曲率∂2E/∂ kr
2 给出径向一维

（1D）泰勒展开式中的二阶系数 f2(φ, θ)（以自然单位

表示）：

En(krφθ ) =En0 + f1(φθ ) kr +
1
2

f2(φθ ) k 2
r + （7）

这种角度形式非常普遍[5]并允许处理能带结构中的

非解析（因此是翘曲的，非泰勒级数可扩展的）临界点。

与之前的工作[5‒6]类似，本实验选择将径向能量色散拟

合为大于二阶的多项式函数，以考虑可能的能带非抛物线

图1. 本研究中使用的AFLOWπ工作流程脚本。有关AFLOWπ的更多详

细信息，请参见参考文献[47]。

图2. SnTe的第一个BZ中底部传导带能量梯度的三个分量的二维切片k = (i, j, 0.5)。紫色和绿色分别代表每个梯度分量中较大的正值和负值k。
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性，这可以在图3中清楚地看到。为了计算有效质量的三

个分量、翘曲带的DOS有效质量和翘曲参数，本文拟合

了给定临界点的 IEMS。本文选择了实球谐函数的展开式

为后续分析的一般形式。

f2(φθ ) =∑
l = 0

30 ∑
m =-l

l

AlmYlm( )φθ （8）
实球谐函数的基本参数Ylm (φ, θ)包括Condon-Shortley

相位[56]。对于解析临界点，通过将一组正交轴与 IEMS

的最大值对齐，可以找到逆有效质量张量（m1
−1, m2

−1,

m3
−1）的对角线形式。如方程式（9）所示，将这些坐标

中的曲面拟合为简化形式，直接得到有效质量[5‒6]。

f2(φθ ) = cos2 θ
m3

+
1

m1m2

sin2 θ (m2 cos2 φ +m1 sin2 φ)（9）
IEMS最大值的方向与恒定能量椭球体的主轴对齐，

并对应于逆有效质量张量为对角的坐标系。通常，解析临

界点附近的 IEMS是二次形式：

f2(φθ ) = k̑·H·k̑ （10）
其中

H =AT × ( )m-1
1 0 0

0 m-1
2 0

0 0 m-1
3

×A （11）
是能量色散的二阶偏导数矩阵，A是欧拉旋转矩阵（参见

参考文献[57]中的方程4.46）。

k̂ = (sin θ cos φsin θ sin φcos θ ) （12）
这是角度 k̂单位向量。矩阵H可以通过对角化找到对

角线值（m1
−1, m2

−1, m3
−1）以及主轴的方向。或者，如果可

以首先找到主轴，如上所述，可以从拟合方程（9）中得

到质量。算法描述如下：给定由Ylms的坐标系定义的标准

笛卡尔基X、Y和Z，设X'、Y'和Z'为步骤①后的轴，定义

如下，X''、Y''和Z''是从X'、Y'和Z'转换为以下步骤②中的

转换的轴。①求欧拉角Φ和Θ，使参考Z轴旋转到 IEMS

绝对值最大的方向；②用上一步求得的Φ和Θ，将X'轴绕

Z'轴旋转至绝对值最大处。在右手坐标系中，第三方向与

Z'' = Z'轴和X''轴正交。IEMS沿X''、Y''和Z''轴的值分别对

应于m1
−1、m2

−1和m3
−1。在非解析临界点的情况下，DOS

有效质量 m*
DOS 是通过在给定点的整个角表面上积分

IEMS [6]的特定函数来计算的：

m*
DOS =±

C±

2π
(13)

C± = ∬ sin θ

2 || f2( )φθ
3
2

dθdφ (14)

积分的符号取决于 IEMS的符号。对于鞍点，当 f2 (φ,

θ)接近零时，方程（14）中被积函数的值接近无穷大。原

则上，可以在 φ和 θ的范围内积分，其中，f2 (φ, θ)为正

数，而在 f2 (φ, θ)为负数时单独积分。然而，在实际中，

积分很难实现收敛，本实验的结果中不包括对翘曲鞍点的

DOS有效质量的计算。据笔者所知，正确计算鞍点的问

题仍未解决。

3. 结果

临界点处的局部能带结构对DOS和其他材料特性有

着广泛影响[4]。HT计算方法使给定的晶体产生了许多这

样的临界点，其中临界点的分布和类型最终解释了材料特

性的异同。表 1 [59‒60]总结了本文对几种常见材料的一

些计算，并与参考值进行了比较。通过上述三种方法计算

有效质量：通过拟合傅里叶导数[方程（6），mF
*]计算

m*
DOS，通过拟合 IEMS (mI

*)计算mDOS
*，以及从翘曲定义

[mw
*从方程（13）和方程（14）评估]计算mDOS

*。应该注

意的是，在表 1中，所有质量计算都与非翘曲临界点一

致，包括方程（13）和方程（14）的翘曲计算。这是意料

之中的，通常反映在数据中。不同材料的实验有效质量差

异较大，难以与计算的有效质量直接比较；然而，本文的

研究在大多数情况下比之前工作的结果要好（表 1）。本

文所有的结果都包含在附录A中，特别是能带结构图、哈

伯德U校正以及为费米能级附近的临界点计算的有效质

量。应该注意的是，远离费米能级的临界点的实验数据是

不可用的。

实验发现，总体而言，临界点数量相当多，翘曲临界

图3. 在CaCo4Sb12中的费米能级附近的简并、翘曲 k = (0,0,0)点（Efermi）

周围几个径向的能量色散。晶格参数用α表示。
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点并不少见。图 4显示了FCC GeS的典型BZ（包含在附

录A的表S5中）。图中显示18个临界点位置。每个临界点

有几个对称性相关的近邻点，这些近邻是由给定临界点位

置的点组确定的。在这种情况下，总共有 307个临界点，

包括所有的对称点（但不考虑相同 k但能量不同的临界

点）。本实验发现，在搜索中确定的 57% 的临界点是鞍

点，在 DOS [3]中表现为 van Hove 奇点。在鞍点的情况

下，m*的特征值具有不同的符号。使用方程（13）和方程

（14）获得的DOS有效质量对于双曲线 IEMS是发散的，

因此未计算。在不发生能带翘曲的情况下，通过拟合程序

和二阶导数确定的DOS有效质量的计算在数值上是等效

的。在发生翘曲的情况下（例如，在表 2中），拟合过程

和傅里叶导数方法之间存在很大差异，因为翘曲效应会阻

止能量在三个维度上进行泰勒展开。本实验发现能带翘曲

只发生在具有简并能量特征值的临界点，且没有在孤立的

非简并临界点发现任何能带翘曲。图5给出了硅（Si）能

带结构的示例，临界点用红色点标记，翘曲程度用红色圆

盘标记。翘曲参数的大小由圆盘的直径表示。可以看出，

价带是翘曲的，与其他一些临界点相比这种翘曲是很轻微

的，而沿Δ的传导带最小值没有翘曲。表2显示了一些具

有代表性的翘曲临界点的样本。翘曲参数是翘曲程度的量

度。零翘曲时，临界点是椭圆或双曲线的，其他两种方法

（mI
*和mF

*）的DOS有效质量与翘曲计算一致（mw
*）。但

是，可以看出直接拟合（mI
*）和傅里叶导数（mF

*）方法

的值在翘曲的临界点上彼此不一致。这是意料之中的，因

为拟合取决于非解析点坐标的选择。失效的原因是 IEMS

无法在翘曲点处拟合到椭球表面。翘曲参数，如参考文献

[5]中所定义的，是针对所有临界点计算的，并确定椭圆

形的拟合过程是否合适。

图6中绘制了相对于翘曲DOS有效质量的直接拟合相

对误差与翘曲参数的关系。从图中可以看出，二者为正相

关，这表明翘曲参数是衡量传统方法（如直接拟合或傅里

叶方法）在评估有效质量时表现的糟糕程度的指标；因

此，翘曲参数表示泰勒近似在翘曲点逼近 IEMS表面时的

性能糟糕程度。这类似于参考文献[6]中报道的Kittel形式

的曲面翘曲。因此，DOS有效质量的唯一正确值是mw
*。

图7显示了CaCo4Sb12的DOS。临界点（van Hove奇点）y

用红色圆盘标记。圆盘的大小表示翘曲量，如参考文献

[5]中计算的那样。可以看出，DOS有效质量引起了非光

滑点的形状。特定形状可以用 DOS 有效质量表示[4,6]。

考虑自旋轨道耦合时，在Γ处CaCo4Sb12中的最大翘曲值

w约为 1.94。一般来说，在没有自旋轨道耦合的情况下，

会有更多的翘曲点（因为自旋轨道耦合会提升简并性），

并且在这种情况下翘曲会更大。这项研究为与翘曲效应的

图4. 第一个BZ中FCC GeS的临界点。每个多面体形状与BZ的不同对

称性（k点的星形）相关，具体取决于代表点的位置。

表表2 使用三种不同方法计算的选定翘曲临界点处的翘曲程度w和DOS有
效质量：IEMS积分、IEMS椭圆拟合和二阶傅里叶导数。该表包括以下临

界点：在Γ = (0, 0, 0)处的穴带m*
e(H )、重空穴带（mhh

*）和轻空穴带（mlh
*）、

在X = (1, 0, 0)或Γ处的价带最大值，以及在Γ处选择的鞍点（msad
*）

Sample

AlSb

AlSb

AlP

CaCo4Sb12

PbTe

PbTe

GeTe

GeTe

Type

m*
hh(Γ )

m*
lh(Γ )

m*
max( X )

m*
e(H )

m*
max(Γ )

m*
sad(Γ )

m*
max(Γ )

m*
sad(Γ )

En(k )
0

0

−2.391

−0.027

−1.017

−1.017

−1.569

−1.569

w

−0.186

−0.036

0.101

0.055

0.138

−0.497

0.097

−0.551

m*
w

−0.549

−0.099

3.979

0.598

0.556

—

0.316

—

m*
I

−0.193

−0.095

2.936

0.517

0.393

−0.841

0.246

−0.712

m*
F

−0.0950

−0.1890

0.5746

1.2390

0.4080

−1.0830

1.0430

−0.9480

For saddle points, the warped DOS effective mass is unavailable. The fit (m*
I )

and Fourier (m*
F) methods for computing the components of the effective

mass are only valid when the IEMS is not warped (ellipsoidal or hyperboloi‐
dal). When the IEMS is warped, then the fit and Fourier method fail and the
m* calculated with those methods differs from the correct value of m*

w.

表表1 本实验研究中计算的 IEMS拟合（mI
*）、傅里叶导数（mF

*）和翘曲（mw
*）

DOS有效质量与测量值（mexp
*）的比较。下标表示能带类型（e：电子，h：空

穴，so：分裂），L和Γ是两个不同临界点的常规标记

Sample

PbTe

PbTe

AlP

AlP

AlSb

AlSb

Type

m*
e (L)

m*
h (L)

m*
e (Γ)

m*
so

m*
so

m*
e (Γ)

m*
I

0.105

−0.120

0.235

−0.346

−0.237

0.100

m*
F

0.105

−0.120

0.235

−0.346

−0.237

0.099

m*
w

0.105

−0.120

0.235

−0.346

−0.237

0.100

m*
exp

0.13 [58]

0.13 [58]

0.22 [59]

0.29―0.34 [59]

0.22 [59]

0.09―0.18 [59]
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起源和发生相关的问题提供了理论计算[60]。在没有简并

的情况下，翘曲不会发生在特定的临界点。

在所有立方材料中，Γ和L（或其他临界点）处的所

有鞍点都发生了翘曲。其原因可以从对 IEMS的要求中看

出：由于能量色散的鞍形行为，IEMS将具有正值和负值

区域，并且三维对称迫使主方向相同。这两个相互竞争的

几何要求会导致这些点的翘曲。

临界点和有效质量的HT列表有多种应用。例如，在

费米能级附近的临界点不存在翘曲问题的情况下，可以通

过用相应的椭圆体或鞍座逼近每个临界点来完成BZ的完

整近似分析模型。这可用于计算蒙特卡罗模拟中的散射率

[7]或不同散射过程的弛豫时间[61]。此外，完整的解析能

带结构可以探索能带工程、材料特性，甚至用于热电特性

的低维度的还原[62]。有效质量的完整描述也将为探索各

向异性传输提供一个模型。与不在高对称点、线或平面附

近的临界点相反，能量色散的二次展开的有效质量不需要

相同。这会导致各向异性传输几乎被忽略以避免过度复杂

化。此过程提供了各向异性可能与传输或其他属性相关的

示例，并为具有这些属性的能带结构的真实分析描述提供

了理论支持。

附录A包括：①用ACBN0自洽协议确定的哈伯德U校

正（表S1、表S4、表S14和表S18）；②表征在费米能级附

近发现的 AlSb、AlP、GeS、GeSe、GeTe、PbS、PbSe、

PbTe、SnS、SnSe、SnTe、CoSb3、CaCo4Sb12、BaCo4Sb12、

Bi2Se2Te、Bi2Te3、Bi2Te2Se、Bi2Se3、Bi2Te2S和Bi2Se2S的临

界点（表 S2、表 S3、表 S5、表 S7 至表 S13、表 S15 至

表S17、表S19至表S24）；③能带结构图（图S1至图S20）。

4. 结论

本实验设计并应用了双层HT计算，目的是寻找和表

征几种材料BZ中的临界点。该搜索确定了能带结构En(k)

的特征，这些特征在2D图中不可见，但仍有助于电子传

输、DOS和其他材料特性。本实验使用了三种不同的方

法来计算这些临界点的DOS有效质量：直接法、傅里叶

导数法和翘曲法。在分析（椭球面）临界点，所有方法都

相互一致，并与文献值吻合。本研究还确定了许多翘曲的

临界点并使用了方程（13）和方程（14）正确计算DOS

有效质量。在这些翘曲点，本实验为参考文献[5]中报道

的理论提供了可靠的值。这三种方法都不一致，但“翘

曲”的方法是正确的。标准2D能带结构图通常不足以表

达重要临界点有效质量的复杂性。本实验的HT程序克服

了这个问题，便于与实验进行比较和开发分析模型，并可

图5. 沿参考文献[1]建议的路径计算的Si能带结构示例，该路径没有自

旋轨道耦合，并且在红色圆圈中注明了翘曲。翘曲参数w的大小用圆

圈直径表示。

图7. CaCo4Sb12的DOS，包括自旋轨道耦合。van Hove奇点由红色圆盘

标识，其中圆盘的直径由位于圆盘中心的临界点的翘曲参数决定。

IEMS在翘曲临界点的形状包括在图中。IEMS的蓝色（红色）部分代表

负（正）带曲率。

图6. 本研究中材料的翘曲有效质量DOS计算与通过 IEMS拟合计算的

DOS有效质量之间的误差与无量纲翘曲参数（w）。
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用于能带结构工程和技术应用的性能调整。
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