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［摘要］ 　 采用弹性理论研究了圆柱形胶体在表面张力作用下的弹性失稳问题 ；利用能量泛函变分的方法导出
了发生弹性失稳的非经典边界条件 ，得到了失稳的判据方程 。分析判据方程发现 ，弹性失稳与圆柱体的半径 、
内禀尺度和失稳波长相关 。
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　 　固体微结构表面稳定性在冶金 、微电子 、化工
和生物医药等方面具有十分重要的意义 。现有的研
究发现 ，在表面张力和其他因素的联合作用下 ，微
结构的表面会发生失稳

［１ ～ ３］ 。 软物质的弹性模量 、
剪切模量远小于金属等固体 ，因此 ，在表面张力作
用下易发生变形 ，表面效应更为明显 ，易发生失稳
现象 。正如 Tanaka 等实验所发现的［４］ ， 丙烯酰胺
微柱形胶体在一定条件下会产生泡状和竹节状等失

稳现象 。假设在发生失稳的初始阶段 ，是线性小变
形范围且无质量迁移和物质扩散行为的弹性失稳 。
笔者的目的就是研究柱形胶体发生弹性失稳的条件

及其影响因素 。
对于弹性固体微结构的稳定性 ，前人做了许多

研究工作 。例如 ，一个半无限大的固体在表面张力
的作用下表面的形貌会发生变化

［５ ～ ９］ ； 须状微结构
在受拉时会发生轴向失稳

［１０ ～ １２］ ； 发生轴向失稳的
同时也会发生径向失稳

［１３ ，１４］ 。对这些失稳的研究采
用的方法是 ：考虑质量的迁移或物质扩散行为 ，从
能量角度出发 ，通过比较失稳前后的能量差 ，导出
发生失稳的条件 ，并考虑表面能对结构稳定性的影
响 ，但是没有进一步考虑表面张力引起的应变能的
改变 ，也没有讨论微结构的尺寸 、材料属性与稳定
性的相关性 。 对于 Tanaka 等的试验发现的柱形胶

体失稳 ，可以认为表面效应是影响形变的主要因
素 。 B ．Barriere等针对柱形胶体的弹性失稳问题进
行了详细研究

［１５］ ， 但在求解过程中采用了位移边
界条件 ，等于施加了一个径向位移约束 ，实质上是
表面张力与外场的联合作用下的柱形体失稳问题 ，
没有反映出表面张力单独作用下柱形体是否会发生

弹性失稳 。 K ．G ．Kornev等研究了半无限大自由表
面的薄膜仅在表面张力作用下会发生弹性失稳 ，失
稳与薄膜厚度及材料属性相关

［５ ，１６］ ， 表现了微结构
失稳的尺寸相关性 ，揭示了仅有表面作用也会导致
薄膜发生弹性失稳 。对于柱形胶体来说 ，在表面作
用下是否也会产生尺寸与材料属性相关的弹性失

稳 ？笔者针对该问题做了研究 ，采用能量泛函变分
的方法 ，得到失稳判据方程 ， 其与柱形体的半径 、
失稳的波长及材料的属性相关 。

１ 　柱形胶体弹性失稳分析
　 　表面弹性失稳的模型如图 １所示 ，该模型是半
径为 R的各向同性长圆柱形胶体 ，仅在表面张力 γ
作 用下 ，表面会发生弹性失稳 。 实线表示表面张
力作用下失稳前的形貌 ，点划线表示柱形体的可能
的失稳形貌 。

令扰动波长为 λ ，波数为 k ＝ ２π桙λ ，圆柱体长为



L０ 且 L０ 冲 λ 。柱形体的各点用柱坐标系（ r ，θ ，z）描
述 ，r为径向坐标 ，柱形体的表面 r ＝ R ，取 θ方向位
移 uθ ＝ ０ ，即可简化为轴对称问题 。

图 1 　各向同性柱形体在表面张力作用下的失稳
Fig畅１ 　 The instability patterns of isotropic

gel cylinder on the surface stress
系统的能量泛函可以写成 ：

Π ＝ ΠE ＋ Π S （１）
式中 ΠE

为弹性能 ，ΠS 为表面能 。
　 　变形后的形态如图 ２所示 ， ur 为 r方向位移 ；uz
为 z方向位移 ；z方向的位移增量为 d z ＋ d uz ；r方向
的位移增量为 d ur ，这与初始状态 r ＝ R时的情况相
比 ，表面积为 d S ＝ （ R ＋ ur）［（d z ＋ d uz）２ ＋

（d ur）２ ］１桙２ ，令初始状态柱面积微元 d S０ ＝ Rd θd z ，则
发生失稳后为

ΠS ＝∫ γ １ ＋
ur
R １ ＋

矪uz
矪z

２

＋ 矪ur
矪z

２

d S０
ΠE ＝∫W（ εij）d V

（２）
式中 W（ εij）是应变能密度 ，εij 是应变张量 ，d V是柱
形体体积微元 。

图 2 　柱形体失稳后的微元体示意图
Fig畅２ 　 The sketch of gel cylinder instability
将式 （２） 代入式 （１） ， 对位移取变分 ， 并分

步积分 ，略去高阶小量 ，由于柱形体的两个端面平

衡 ，可得到能量泛函变分为

δ Π ＝∫ γ １
R － ur ，zz δ ur d S ＋

∫σrr nrδ ur d S ＋∫τzrnrδ uzd S ＝ ０ （３）

式中 σrr 为径向应力 ，τzr 为切向应力 ，并且由于位移
δui 的任意性 ， 且考虑系统无体力 ， 由此可得平衡

方程为

矪 σrr
矪 r ＋

矪 τrz
矪 z

σrr ＋ σθ
r ＝ ０ （４）

矪 τzr
矪 r ＋

矪 σzz
矪 z ＋

τzr
r ＝ ０ （５）

　 　同时也可以得到边界条件为

σrr nr ＋ γ １
R －

矪２ ur
矪z２ ＝ ０ （６）

τzr nr ＝ ０ （７）

　 　初始状态 r ＝ R时为柱面 ，仅受表面张力的作

用 ，径向位移 ur 仅与径向坐标 r相关 ，则
矪２ ur
矪z２ ，轴向

位移 uz 仅与轴向坐标 z有关 ，θ向位移 uθ ＝ ０ ，同样

也是一个轴对称问题 ，由失稳后的边界条件式 （６）
和式 （７） 退化 ，可以得到初始状态的的边界条件
为

σ０rr nr ＋ γ
R ＝ ０ （８）

τ０zr nr ＝ ０ （９）

式中 τ０zr 和 σ０rr 为无初始状态的应力 ，外法线方向矢

量 n ＝ （１ ，０ ，０）
对于无失稳的初始状态求解 ，可将位移解设为

u０r ＝ u０r（ r） （１０）

u０z ＝ az （１１）

式中 u０r 和 u０z 分别是初始状态 r方向和 z方向位移 ，

a为待定系数 ， 运用虎克定律将式 （１０） 和式
（１１） 代入式 （４） 和式 （５） ， 并利用边界条件式
（８） 和式 （９） 可以解得

u０r ＝ － （１ － ３ υ） γ
ER r （１２）

a ＝ － ２（１ － υ） γ
ER （１３）

式中 E为弹性模量 ，υ为波松比 ，由此 z向位移可以
表示为

u０z ＝ － ２（１ － υ） γ
ER z （１４）

　 　对于柱形体失稳后的轴对称问题 ，其应力张量
σ 和位移矢量 u仅是 r和 z的函数 ，可用柱坐标下的
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应力函数方法得知 ，应力和位移完全由双调和函数
Ф（ r ，z）决定 。双调和函数 Ф（ r ，z）满足

Δ４Φ（ r ，z） ＝ ０ （１５）
　 　对于柱面上应力作用的解答 ，可以设应力函数
为

Φ（ r ，z） ＝ （ ek－ ２ sin kz）［ AI０ （ kr） － BkrI１ （ kr）］
（１６）

式中 e为失稳后的小扰动振幅 ，I０ （ kr） 和 I１ （ kr） 分
别是零阶和一阶的修正 Bessel 函数 ， A和 B 是两个
待定的常数 。由此失稳后体内的应力和位移可以很
容易由式 （１６） 导出 ，例如 ，满足平衡条件的径向
应力可以写为

σrrr ＝ （ ekcos kz）［ AF１ （ kr） ＋ BF２（ kr）］ （１７）

式中

F１ （ kr） ＝ － I０ （ kr） ＋ I１ （ kr）桙 r ；
F２ （ kr） ＝ （１ － ２ υ）I０ （ kr） ＋ krI１ （ kr） 。

τrrz ＝ （ eksin kz）［ AF３ （ kr） ＋ BF４ （ kr）］ （１８）

式中

F３ （ kr） ＝ I１ （ kr） ；

F４ （ kr） ＝ － krI０ （ kr） － ２（１ － ２ υ）I１ （ kr） 。

　 　失稳后的边界条件式 （６） 和式 （７） 包含了初
始状态的边界条件式 （８） 和式 （９） ， 因此失稳后
的应力边界条件为

σrrr nr － γ
矪２ urr
矪z２ ＝ ０ （１９）

τrzr nzr ＝ ０ （２０）

　 　 将式 （１７） 和式 （１８） 代入式 （１９） 和式
（２０） 可得

g１ （ kR） A ＋ g２ （ kR） B ＝ ０ （２１）

式中 g１ （ kR） ＝ － ke I０ （ kR） ＋ e［１ ＋ k２ R（１ ＋ υ） L０ ］
I１ （ kR）桙R ；

　 　 g２ （ kR） ＝ ek｛［１ － ２ υ － （ kR）２（１ ＋ υ） L０ ］
I０ （ kR） ＋ kR I１ （ kR）｝ ，L０ ＝ γ桙E是反映材料属性的
内禀尺度 。

g３ （ kR） A ＋ g４ （ kR） B ＝ ０ （２２）

式中 g３ （ kR） ＝ ekI１ （ kR） ；g４ （ kR） ＝ － ek［ kR ＋ ２（１

－ υ）I１ （ kR）］ ，显然联立方程 （２１） 和 （２２） 是一

个齐次方程组 ， 而得不到 A 和 B 的非零解 ， 只能
得到 A和 B 有非零解的判据 ， 该判据就是方程组
的系数行列式为零 ：

e２ k３ RI２０ （ kR） － e２ k
R ［２（１ － υ） ＋

k２ R（ R ＋ ２ L０ － ２ υ２ L０ ）］I２１ （ kR） ＝ ０ （２３）

２ 　讨论
　 　可以看出判据方程式 （２３） 是关于半径 、 内禀
尺度和波长的方程 ，这 ３个变量都是长度量纲 ， 对
其无量纲化 ，有两种方式 ，一种是取内禀尺度为基
本量 ，将半径和波长化为无量纲的半径和波长 。另
一种取半径为基本量 ， 将内禀尺度和波长无量纲
化 。先讨论第一种情况 ：

取内禀尺度 L０ 为基本量 ， 可以将判据方程无

量纲化 ：

－
４π（１ － υ）
λ 倡
１ R 倡 ＋ ８π３

λ 倡 ３
１

（２ ＋ R 倡 － ２ υ２ ） ·

I２１ ２π R 倡

λ 倡
１

＋ ８π３ R 倡

λ 倡 ３
１

I２０ ２π R 倡

λ 倡
１

＝ ０ （２４）

显然 ，这是一个关于无量纲化的失稳半径 R 倡 ＝
R桙L０ 和波长 λ 倡

１ ＝ ２π桙 kL０ ，以半径 R 倡
为横坐标 ，波

长 λ 倡
１ 为纵坐标 ，如图 ３所示 。

图 3 　内禀尺度为基本量 ，柱体发生
失稳的波长与半径间的关系

Fig畅３ 　 The relation between the wavelength and the
radius with the intrinsic scale being basic variable
图 ３曲线对应材料会发生失稳的点 。在内禀尺

度为基本量情况下 ，随着半径的增大 ，波长也逐渐
增大 。在半径很小时 ，微小的半径变化会引起波长
的急剧变化 ，此时半径对表面效应贡献明显 。随着
半径的增大 ，波长增速逐渐变缓 ，最后趋近于某一
个固定值 。当波长小于该固定值时 ，应力松弛造成
弹性能的减小大于表面能的增加 ， 从而发生失稳 ；
当波长大于该固定值时 ，表面能的增加大于应力松
弛造成的弹性能的减小 ， 因而不会发生失稳 。 A ．
Boudaoud等讨论了 Tanaka 等的试验中柱形胶体失
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稳在出现泡状时 ， 失稳的波长与半径是成比例的 ，
在出现竹节状时失稳的波长与半径的平方根成正

比
［１７］ 。由此可见笔者的结果与其趋势是一样的 。
另一种无量纲化的方法是取初始半径 R 为基

本量 ，可得无量纲的判据方程为

L 倡
０ ＝

－ I２０ １
λ 倡
２

＋ ［１ － ２ λ 倡 ２
２ （ υ － １）］I２１ １

λ 倡
１

２（ υ２ － １）I２１ １
λ 倡
２

（２５）
　 　显然 ， 这是一个关于无量纲内禀尺度 L 倡

０ ＝

L０桙R和无量纲波长 λ 倡
２ ＝ ２π桙kR的隐式方程 ，以内禀

尺度 L 倡
０ 为横坐标 ，以波长 λ 倡

２ 为纵坐标 ， 如图 ４

所示 。

图 4 　以半径为基本量 ，无量纲失稳波长
与内禀尺度之间关系

Fig畅４ 　 The relation between intrinsic scale and
wavelength with radius being basic variable
由图 ４可以看出 ，当内禀尺度很小 ，对应材料

很硬或者表面张力很小时 ，波长也很小 ，这反映了
表面效应不容易观察到 ；当内禀尺度为零时 ，无表
面作用 ，显然不会失稳 ；随着内禀尺度的增大 ，对
应材料很软或者表面张力很大时 ，波长也增大 ；失
稳的波长较大 ，失稳现象容易观察到 ，反映了表面
效应比较明显 。

由图 ３和图 ４及以上的讨论可以看出 ， 柱形体
发生失稳是材料的内禀 、半径和失稳波长三者相互
影响的结果 。

３ 　结论
　 　笔者采用一个简单的弹性模型 ，对包括表面能
和表面应力造成的弹性能的能量泛函进行位移变

分 ，求出了非经典的边界条件 ，得到了失稳判据方

程 ，发现对于固定的材料来说 ， 随着半径的增大 ，
发生失稳的波长也增大 ；对于金属类硬物质 ，很难
发生失稳 ；而对于胶体类软物质 ，则较容易发生失
稳 。这是由于软物质的内禀尺度大 ，即刚度小 ，更
容易发生形变的缘故 。
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Size唱dependent Elastic Instability of Gel Cylinder
With Surface Stress

Huang Dianwu ，Qiao Ling ，Wang Shiji
（ Key Laboratory of Mechanical Behavior & Design of Materials ， CAS ， Department of Mechanics

& Mechanical Engineering ， University of Science and Technology of China ， Hefei 　 ２３００２７ ， China）

［Abstract］ 　 The elastic instability of a gel cylinder was researched with classical elastic theory ． The non唱
classic boundary condition of the elastic instability has been educed by the energy functional variation analysis ．
So a criterion equation of the elastic instability can be got ．Through the analysis of the equation ，it is found that
the elastic instability is relevant to the radius ， intrinsic scale and instable wavelength of the cylinder ．
［Key words］ 　 gel cylinder ； elastic instability ； intrinsic scale ； surface effect
（上接第 ５页）
　 　 ４）航天产业化将促使发射服务的商业化和国际
化 。发射场的主要功能 、技术指标 、安全规范 、技术
保障 ，尽可能符合国际标准和相应规范 ，并力求使发

射场成为集发射服务 、科学研究 、科普教育 、旅游娱
乐于一体的现代化综合性工程设施 。 　 　

Looking Back and Prospecting to the Project Design of
the Spaceflight Launching Site in China

Zhang Zeming
（ Beijing Special Type Engineer Design and Research Institute ， Beijing 　 １０００２８ ， China）

［Abstract］ 　 This paper introduces the development history of the project design of spaceflight launching site in
China and the main forms used in the design ，and points out that there shouldn’t exist only one fixed mode for
the spacecraft launch ．China should ，according to its national condition ，design and build the launching project
facility and device that correspond to the technology development of spacecraft and carrier rocket ．
［Key words］ 　 launching site ；project design ；development history ； integrated mode
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