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［摘要］ 　 试图用最优控制理论来描述水库调度的连续变化特性 ，建立了水库调度的最优控制模型 ，用最大值
原理给出了水库调度最优控制的必要条件 ，分析了不同条件和环境下水库调度最优控制策略和具体表示形式 。
最后对某具体算例进行了分析 ，结果表明该方法是有效的 。
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１ 　引言
　 　从 Yeh［１］对水库调度优化的回顾中可以看出 ，
不存在通用的算法 ，采用什么方法 ，取决于所考虑
的水库系统的特征 、可获取的数据 、目标和约束条
件 。一般来说 ， 可以使用的方法包括线性规划
（LP） 、动态规划 （DP） 和非线性规划 （NLP） 。

水库调度从本质上来说 ，是在一个时间段内对
水库放水过程的控制 ，是一个动态过程问题 。水库
来水过程和描述水库状态的水位或蓄水量是动态变

化的 ，根据这些客观动态变化 ，按水库调度的目标
确定在整个调度过程中水库放水全过程的决策或控

制策略 。然而 ，上述水库调度的优化模型方法中 ，
除动态规划外 ，都不能很好描述水库调度过程中的
这种动态性 。

动态规划方法是 Bellman （１９５７） 为解决多阶
段决策问题提出的 ，是一种适应于多阶段优化决策
过程的方法 ，它在水库调度的优化中得到了广泛的
应用 。这是由于大部分水资源系统所具有的非线性
和随机性可以转换为动态规划模型 ；而且 ，对于一
个拥有众多变量的高度复杂的问题 ，它能够有效地
将其分解为一系列可以递归求解的子问题 。

动态规划方法将实际的连续过程离散为一个多

阶段过程 ，使得问题处理起来较为方便 ，但是在离
散过程中有可能一些重要的信息被遗漏了 ，它从理
论上不能描述水库调度中来水变化过程 、水位变化
过程和放水过程的全部信息 ，实际上它是一种离散
地描述水库调度全过程的近似动态优化方法 ，只适
应于作为实际应用的近似计算 ，而不能用于确定的
理论分析 。其次 ，动态规划问题的求解大部分采用
的是数值算法 ，从控制的角度来说 ，求出来的解是
开环解 ，也就是说解只与离散时间有关 ，这对实际
应用来说可能是方便的 ，但对于理论分析来说就很
不方便了 。如要分析参数对解的影响 ，只能通过变
换参数在离散时间点上反复求解 ，才能对其有个大
概近似的了解 ，而不能对其精确解或精确解的特性
得到任何深刻的理解 。造成这些问题的主要原因是
动态规划只是一种适应于多阶段离散动态过程的近

似描述方法 ，而不能精确描述连续动态变化过程的
精确特性 。本质上 ，水库调度是一个追求某个作为
放水控制 （决策） 过程函数 （常称为目标函数） 的
最优控制问题 。由于放水控制过程作为控制决策量
是时间的函数 ，因此水库调度追求的目标实际上是
一个由水库调度中各种约束条件决定的在放水控制



函数类上的泛函 。虽然这种泛函描述形式对水库调
度是精确的 ，但很少有人从这个精确描述水库调度
问题的框架研究水库优化调度问题 。 Massé 在 １９４６
年讨论了单水库水力发电的最优控制 。他通过经济
学推理和利用变分法的广义形式进行严格的数学推

导得到了结果 。 Hubert［２］对 Massé 的方法进行了简
单推广 ，得到了一些更一般的结果 。 Massé 的工作
也是在连续时间的框架下进行的 ，由于注重经济学
解释 ， Massé 并没有将水库调度问题描述成标准的
最优控制问题 ， 而只是将其描述成下泄流量的泛
函 ，并给予下泄流量一个积分约束 ，这样的描述并
不能刻画水库调度过程的动态特性 。由于他采用变
分法对模型进行求解 ，因此并未考虑对于下泄流量
本身 （设备能力） 的约束 。由此得到的是最优控制
应满足的必要条件 ，要求出具体的解必须采用反复
试算方法 ，也就是数值算法 ，因此在一定程度上也
存在分析上的困难 。

状态由微分方程描述的泛函极值问题更适应于

用最大值原理处理和研究 ，因此 ，笔者提出了用最
优控制理论描述水库调度问题和用最大值原理分析

最优放水控制策略的特性和表示方式 。目前有关这
种方法的文献很少 ，而且绝大部分是利用离散的最
大值原理来求解 ，这与精确研究水库调度的连续控
制过程的特性相背离 ，而采用连续的最大值原理来
解决水库调度问题的文献基本没有 。

２ 　水库调度的最优控制数学模型
　 　以水库供水发电多目标控制为例 ，水库调度是
在一个时间段内根据水库运行规律对水库放水过程

进行控制 ，以使整个时间段内的综合效益最大 。水
库运行规律实际上是水库蓄水量的动态变化规律 ，
控制的放水过程是定义在时间上的 、由水库调度中
各种约束条件决定的一类控制函数 ，而综合效益是
一个性能指标函数 ， 它是前述放水控制函数的函
数 ，即泛函 。很明显 ，水库调度实际上是一种最优
控制过程 。
2畅1 　状态方程

把水库蓄水量作为状态变量 ，由于水库蓄水量
动态变化率是由水库的出库流量与入库流量之差决

定的 。因此 ，水库蓄水量变化规律可用以下模型描
述 （常称为水量平衡方程 、最优控制的状态方程） ：

d V桙d t ＝ Q（ t） － u（ t） ， V（０） ＝ V０ （１）

其中 V为水库蓄水量（m３ ） ，t 为时间（s） ，Q（ t）为水

库入流（m３桙s） ，假定来水过程已知 ，且为常量 。
式 （１） 为连续时间的微分方程 ， 将其转换为

离散时间的差分方程即为传统的水量平衡方程

Vk＋ １ ＝ Vk ＋ （ Sk － Qk）Δ t ， k ＝ １ ，２ ， … ， n 　 （２）

2畅2 　容许控制集合
将水库下泄流量作为控制变量 ，一般存在以下

约束 ：
１） 航运 、生态与环境约束

u（ t） ≥ u ＞ ０ ， t ∈ ［０ ， T］ （３）
其中 u为水库下泄流量 （m３桙s） ， u 为满足下游航
运 、生态与环境所需要的最小流量 ，设为常量 。另
外 ，对于多泥沙河流 ，例如黄河 ，还存在为满足冲
沙要求所需的最小流量 。

２） 水轮机最大过水量约束
u（ t） ≤ 珔u ， t ∈ ［０ ， T］ （４）

其中 珔u 为水轮机最大过水量 ，这里设为常量 。
３） 水轮机预想出力约束

０ ＜ N ≤ N（ t） ≤ N ， t ∈ ［０ ， T］ ， （５）
N（ V ， u ， t） ＝ ηuρg（ Zu（ V） － Zd ） ＝

cu（ Zu（ V） － Zd） （６）

其中 N为发电出力 （kW） ， 珚N 为水轮机预想出力 ，
N为水轮机技术最小出力 ，均设为常量 。 ρ为水的
密度 （kg桙m３ ） ， g为重力加速度 （m桙s２ ） ， η为发电
效率及单位转换 ， c为发电常数 ， Zu（ V） 为上游水
位与水库蓄水量的函数关系 ，可由水位库容曲线求
得 ，为已知 。

因此 ，容许控制集合为
A［０ ， T］ ＝ ｛ u（ t） | ０ ＜ u ≤ u（ t） ≤ 珔u ，
０ ＜ N ≤ N（ t） ≤ 珚N ， t ∈ ［０ ， T］｝ （７）

2畅3 　约束条件
１） 防洪限制约束

V（ t） ≤ V ， t ∈ ［０ ， T］ （８）
其中 V为防洪限制水库蓄水的最高值 ，为常量 。

２） 灌溉 、 旅游 、 供水 、 养殖及野生动物保护
约束

V（ t） ≥ V ＞ ０ ， t ∈ ［０ ， T］ （９）
其中 V为满足灌溉 、 旅游 、 供水 、 养殖及野生动
物保护要求水库必须维持的最低蓄水量 ，为常量 。

约束条件实质上是水库的死水位 、枯水期消落
水位与最高洪水位 、汛期限制水位 ，这些都是水库
调度的前提条件 。实际应用中还需考虑淤积因素 。
2畅4 　性能指标

由于实际的水利水电工程大多为多目标应用 ，
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这里考虑供水和发电的综合性能指标 。发电效益指
标是以某一固定时间段内的发电效益最大为目标

J１ ＝∫
T

０
p１ N（ V ，u ，t）d t （１０）

其中 J１ 为发电效益 （元） ， T为固定终端时间 ， p１
为供电价格 （元桙kW·h） ， 由于目前国内供电采用
电量电价 ， p１ 为常数 。

在发电效益指标的基础上考虑下游的用水需

求 ，即最大化供水效益

J２ ＝∫
T

０
p２ u（ t）d t （１１）

其中直接将下泄发电流量作为供水量 （未考虑从水
库上游引水） ， p２ 为单位供水量所产生的效益 （元

桙m３ ·s － １ ） ，为常数 。供水效益是整个过程中的供水
量所产生的经济效益 。

用加权法将多目标问题转变为单目标问题 ，即

J ＝ β∫
T

０
p０ N（ V ，u ，t）d t ＋ （１ － β）∫

T

０
p２ u（ t）d t

（１２）
其中 β ∈ ［０ ，１］为权重系数 ，需要根据实际情况进
行确定 。

水库调度的最优控制数学模型为

max
u ∈ A

［０ ，T］
J ＝ β∫

T

０
p１ N（ V ，u ，t）d t ＋

（１ － β）∫
T

０
p２ u（ t）d t ，

s ．t ．　 d V桙d t ＝ Q（ t） － u（ t） ， V（０） ＝ V０ ，

０ ＜ N ≤ N（ t） ≤ 珚N ，
０ ＜ V ≤ V（ t） ≤ 珔V ， t ∈ ［０ ， T］ （１３）

　 　式 （１３） 与离散时间的动态规划模型相对应 ，
为具有状态约束与状态控制混合约束的最优控制问

题 。其表述为 ：寻求一个容许控制 u（ t） ∈ A［０ ， T］ ，

使得式（１）在该控制作用下从初态 V（０） ＝ V０ 出发 ，

且满足状态约束式 （８） 、 式 （９） 和状态 － 控制混
合约束式 （５） ， 整个过程在固定的终端时间 T 结
束 ，且使性能指标 J达到最大 。

３ 　水库调度的最优放水过程特性
　 　 考虑到处理问题与分析问题的方便 ， 将式
（１３） 模型简化为

max
u ∈ A

［０ ，T］
J ＝ β∫

T

０
p１ N（ V ，u ，t）d t ＋

（１ － β）∫
T

０
p２ u（ t）d t ，

s ．t ．　 d V桙d t ＝ Q（ t） － u（ t） ，
V（０） ＝ V０ ， t ∈ ［０ ， T］ （１４）

即暂不考虑将会使问题的处理大为复杂的状态约束

和状态 －控制混合约束 ，此时 ，
A［０ ， T］ ＝ ｛ u（ t） | ０ ＜ u ≤ u（ t） ≤ 珔u ，

t ∈ ［０ ， T］｝ 。
同时 ，考虑到变量的实际意义和便于将结果与动态
规划的结果进行比较 ，以验证其有效性 ，假设 ０ ＜
u ≤ Q ≤ 珔u ，且 V０ ， T满足（ Q － 珔u） T ＋ V０ ＞ V ，即
保证水库下泄流量在整个过程中保持最大时 ，在终
端时间水库中的存水量不会低于死库容 。

利用最大值原理对其求解得 ：
H（ V ， u ， λ ， t） ＝ βp１ N（ V ， u ， t） ＋

（１ － β） p２ u（ t） ＋ λ（ t）［ Q － u（ t）］ ＝

［ βcp１ （ Zu （ V） － Zd） ＋ （１ － β） p２ －

λ（ t）］ u（ t） ＋ λ（ t） Q （１５）

u 倡 （ t） ＝
珔u K（ t） ＞ ０

undefined K（ t） ＝ ０
u K（ t） ＜ ０

（１６）

痹λ ＝ － 矪 H（ V ，u ，λ ，t）
矪 V ＝ － βcp１ u（ t） d Zu（ V）d V

（１７）
λ（ T） ＝ ０ （１８）

H（ V 倡 （ t） ， u 倡 （ t） ， λ（ t）） ＝ const 　 （１９）
式 （１６） 中的 K（ t） ＝ βcp１ ［ Zu（ V） － Zd］ ＋ （１ －

β） p２ － λ（ t）称为开关函数 。由于 d Zu（ V）桙d V ＞ ０ ， β

＞ ０ ，c ＞ ０ ，p１ ＞ ０ ， u ＞ ０ ，故由式（１７）知 痹λ ＜ ０ ，结

合式 （１８） 便得到
λ（ t） ≥ ０ ， t ∈ ［０ ， T］ （２０）

　 　对于由状态方程及其初值与式 （１７） 、 式 （１８）
组成的两点边值问题 ，通常不容易求得解析解 ，而
需用数值方法求解 。为了能够得到具体的结果 ，仅
对 Zu（ V）为一次函数的情形进行分析 。

设 Zu（ V） ＝ aV ＋ b （ a ＞ ０） ，式 （１５） 和式

（１７） 变为
H（ V ， u ， λ ， t） ＝ K（ t） u（ t） ＋ λ（ t） Q （２１）

痹λ（ t） ＝ － βacp１ u（ t） （２２）

此时 K（ t） ＝ βcp１ ［ aV（ t） ＋ b － Zd］ ＋ （１ － β） p２ －

λ（ t） ，将其对时间求导得
痹K（ t） ＝ βacp１ ［ Q － u（ t）］ － 痹λ（ t） ＝ βacp１ Q ＞ ０

（２３）
即 K（ t）为一严格单调增函数 。
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由于 K（ T） ＝ βcp１ ［ aV（ T） ＋ b － Zd ］ ＋ （１ －

β） p２ 及 Zu（ V） ＞ Zd ，故 K（ T） ＞ ０ 。对于 K（０） ＝

βcp１ ［ aV０ ＋ b － Zd］ ＋ （１ － β） p２ － λ（０） ，并不能确

定其符号 ，对其分两种情况讨论 ，结论以命题形式
给出 。

命题 １ 　在满足 K（０） ≥ ０即
aV０ ＋ b － Zd － a珔uT ＋ （１ － β） p２桙βcp１ ≥ ０ 　 （２４）

及前述假设的条件下 ，要使综合效益最大 ，水库的
下泄流量在整个过程中保持最大 ，此时水库蓄水量
随时间不断减小直至 V 倡 （ T） ，其变化率为 Q － 珔u ，水
库上游水位逐渐降低直至 Zd （ V 倡 （ T）） 。

控制与状态变量的变化趋势如图 １所示 。

图 1 　控制变量与状态变量
Fig畅１ 　 Control variable and state variable

式 （２４） 中 Zu（ V０ ） － Zd 为初始的发电水头 ，
即初始时刻水库的上游水位与下游水位之差 ； a珔uT
是在整个过程中保持下泄量最大所得到的放水量造

成的上游水位变化量 ，则式 （２４） 表示在整个过程
中保持下泄量最大所得到的放水量造成的上游水位

变化量与初始时刻的发电水头之差小于一个常量

（１ － β） p２桙βcp１ 。
此时综合效益为

J 倡 ＝ β∫
T

０
p１ c珔u［ aV 倡 （ t） ＋ b － Zd］d t ＋

（１ － β）∫
T

０
p２ 珔ud t ＝ βacp１ 珔u（ Q － 珔u） T２桙２ ＋

［ βcp１ 珔u（ aV０ ＋ b － Zd） ＋ （１ － β） p２ 珔u］ T 。
　 　命题 ２ 　在满足 K（０） ＜ ０即

aV０ ＋ b － Zd － a珔uT ＋ （１ － β） p２桙βcp１ ＜ ０

（２５）
及前述假设的条件下 ，要使综合效益最大 ，则在整
个过程的 ［０ ， tc） 阶段 ，水库下泄流量保持为最小 ，
水库蓄水量逐渐增大直至 V 倡 （ tc） ，水库上游水位逐
渐增高直至 Zd（ V 倡 （ tc）） ；在［ tc ， T］阶段 ，水库下泄
流量保持为最大 ， 水库蓄水量逐渐减小直至
V 倡 （ T） ，水库上游水位逐渐降低直至 Zd（ V 倡 （ T）） 。

控制与状态变量的变化趋势如图 ２所示 。
命题 ２中的转换时间为

图 2 　控制变量与状态变量
Fig畅２ 　 Control variable and state variable

tc ＝
a珔uT － （ aV０ ＋ b － Zd） － （ p２桙 cp１ ）（１桙β － １）

a（ Q ＋ 珔u － u）
（２６）

　 　与前一种情况类似 ，式 （２５） 表示 ，在整个过
程中保持下泄流量为最大所得到的放水量造成的上

游水位的变化量与初始时刻发电水头之差小于一个

常量 （１ － β） p２桙βcp１ 。同时 ，从式（２６）可以看到 ，只有

满足式（２５） ，tc 才大于零 。此时综合效益为

J 倡 ＝ β∫
T

０
p１ cu 倡 ［ aV 倡 （ t） ＋ b － Zd］d t ＋

（１ － β）∫
T

０
p２ u 倡 d t ＝∫

tc
０
［ βcp１ u（ a（ Q － u） t ＋

aV０ ＋ b － Zd） ＋ （１ － β） p２ u］d t ＋
∫

T

tc
［ βcp１ 珔u（ a（ Q － 珔u） t ＋ acV ＋ b － Zd） ＋

（１ － β） p２ 珔u］d t ＝ ［ βacp１ u（ Q － u）桙２］ t２c ＋

［ βcp１ u（ aV０ ＋ b － Zd） ＋ （１ － β） p２ u］ tc ＋

［ βacp１ 珔u（ Q － 珔u）桙２］（ T２ － t２c） ＋

［ βcp１ 珔u（ acV ＋ b － Zd ） ＋ （１ － β） p２ 珔u］（ T － tc） 。

４ 　分析
　 　 １） 对于命题 １ 的第一种情况 ， 最优控制对于
发电和供水而言都是最优的 。对命题 ２的第二种情
况 ，显示出发电与供水之间的矛盾 。从供水的角度
来说 ，希望在整个过程中保持下泄流量为最大 ，但
这样就损失了一部分发电效益 。此时的最优控制利
用决策者对两个目标赋予的权重系数来解决矛盾 ，
见式 （２６） 。当 β减小 ，１ － β增大 ，即决策者对供水
效益的重视程度增加时 ，tc 减小 ， 下泄流量保持最

高的时长增加 ，供水效益增加 ，而发电效益减少 。
２） 通过以上模型求解过程可以看到 ， 得到的

最优控制为 bang唱bang 控制 ， 造成这种结果的原因
主要是 ： a ．目标函数及 Hamilton 函数是关于 u 的
线性函数 ； b畅 u受到不等式约束 u ≤ u（ t） ≤ 珔u 。这
种 bang唱bang控制的形式与实际生产中的情况有些
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差异 ，造成差异的根源主要有两个 ：假设来水为常
量 ；未考虑状态约束和状态 －控制混合约束 。

３） 在 ３ 节中为了分析处理的方便 ， 要求参数
满足 （ Q － 珔u） T ＋ V０ ＞ V 。现假设除 珔u增大外 ，其余

参数均不变 ，考虑到实际的水库调度过程 ，要在水量
平衡约束与水库下泄流量约束下（未考虑其他约
束） ，控制水库下泄流量 ，使得水库从起始库容 V０ 开

始 ，在终端时间 T达到要求状态（比如死库容 V） ，从
而使得在整个周期［０ ， T］ 内的发电量最大 ， 因此 ，
可以认为此时相当于求解最优控制问题 ：

max
u ∈ A

［０ ，T］
｛ J ＝ β∫

T

０
p１ · N（ V ，u ，t）d t ＋

（１ － β）∫
T

０
p２ · u（ t）d t｝ ，

s ．t ．　 d V桙d t ＝ Q（ t） － u（ t） ， V（０） ＝ V０ ，

V（ T） ＝ V ， t ∈ ［０ ， T］ ，
其中 A［０ ， T］ ＝ ｛ u（ t） | ０ ＜ u ≤ u（ t） ≤ 珔u ，t ∈ ［０ ，

T］｝ ，０ ＜ u ≤ Q ≤ 珔u 。通过与第 ３ 节类似的分析 ，
可以求得 ：

u 倡 （ t） ＝
u 　 t ∈ ［０ ，tc）
珔u 　 t ∈ ［ tc ，T］

（２７）

V 倡 （ t） ＝
（ Q － u） t ＋ V０ 　 t ∈ ［０ ，tc）
（ Q － 珔u） t ＋ cV 　 t ∈ ［ tc ，T］

（２８）

其中 tc ＝ ［（ 珔u － Q） T ＋ V － V０ ］桙（ 珔u － u） ，cV ＝ （ 珔u
－ u） tc ＋ V０ 。可以看到 ，要使 tc ≥ ０ ，珔u必须满足（ Q
－ 珔u） T ＋ V０ ≤ V ，即若 珔u不满足此条件就回到了命
题 １的情况 。在满足此条件的前提下 ，情况与命题 ２
的情况类似 ，求解最优控制策略的关键在于确定 tc 。
由于 矪 tc桙矪 珔u ＝ ［（ Q － u） T ＋ V － V０ ］桙（ 珔u － u）２ ＞ ０ ，

故 tc 随着 珔u 增大而增大 ，当 珔u → ＋ ∞ 时 ，tc → T 。

５ 　算例
　 　针对某大型水电站水库 ， 其相应参数分别为 ：
β ＝ ０畅７ ，p１ ＝ ０畅３５ ，p２ ＝ ０畅９５ ，c ＝ ８畅５ ， a ＝ ２畅３５４ ７

× １０－ ８ ，b ＝ ５４０畅９０７ ４ ，Zd ＝ ５０３畅６ m ，正常蓄水位为

５８８ m ， 死水位为 ５５８ m ， Q ＝ ３２２ m３桙s ， 珔u ＝ ９５６
m３桙s ， u ＝ ２１３ m３桙s ，考虑到前述的假设要求 ， 将规
划周期设为 ２０ d ， 即 T ＝ ４８０ h ， 起调水位为 ５８６
m 。运用动态规划对其进行求解得到 u 倡 （ t） ＝ ９５６
m３桙s ，V 倡 （ t） ＝ （ Q － 珔u） t ＋ V０ ，最优综合效益为

　 　

５畅３７２ ３ × １０８
元 。用提出的方法进行求解 ， 得到了

与动态规划相同的结果 ，如图 ３所示 。

图 3 　水库蓄水量和水库下泄流量
Fig畅３ 　 V 倡 （ t） and u （ t）

由于假设参数满足 （ Q － 珔u） T ＋ V０ ＞ V ，对其进
行变换后可得到 aV０ ＋ b － Zd ≥ aV ＋ b － Zd － aQT
＋ a珔uT ，而对于一般的大型水电站水库 ，aV ＋ b － Zd
＞ aQT ，即满足条件式 （２４） ， 此时的解为命题 １
的情况 ，与动态规划的结果相同 。该模型并未显式
地考虑状态约束 ，为了分析问题的方便 ，对参数的
取值范围进行了约束 ，实际上起到了与状态约束类
似的效果 。此算例虽然简单 ，却足以验证所提出的
方法有效性 。

６ 　结论
　 　用最优控制理论描述的水库调度模型 ，精确地
描述了水库调度的连续动态变化过程 。在对典型的
水库调度最优控制数学模型进行一定程度地简化

后 ，利用最大值原理得到了最优控制的特性与表示
形式 ，进一步得到了状态的演变过程 ，为水库调度
的进一步分析打好了基础 。针对算例 ，将其与动态
规划的结果进行了对比 ，验证了方法的有效性 。下
一步需要进行的工作包括利用最大值原理对包含状

态约束的模型进行求解 ， 并考虑来水非常量的
情形 。
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