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压杆稳定可靠性优化设计
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［摘要］ 　 在稳定可靠性设计理论和优化设计方法的基础上 ，讨论了压杆稳定可靠性优化设计问题 ，提出了压
杆稳定可靠性优化设计的计算方法 。在基本随机参数的前两阶矩已知的情况下 ，通过计算机程序可以实现压杆
稳定可靠性优化设计 ，迅速准确地得到压杆稳定可靠性优化设计信息 。
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１ 　引言
可靠性技术现已广泛深入到结构设计 、机械零

部件强度设计和选材以及失效分析之中 。这些研究
不仅为可靠性设计提供了基础 ，而且标志着可靠性
设计已进入了实用阶段

［１ ～ ５］ 。可靠性优化设计是在
可靠性基础上进行优化设计 ，即在设计中应保证结
构的经济效益和运行的安全可靠 。开展可靠性优化
设计方法的研究 ，能使结构具有更先进 、更实用的
设计特点 ，使结构的预测工作性能与实际工作性能
更加符合 ，得到既有足够的安全可靠性 ，又有适当
经济性的优化产品 。

目前 ，结构强度可靠性优化设计方法已有了较
大的发展

［６ ～ １０］ ，有一些工程结构虽具有足够的强度
和刚度 ，却不一定能安全可靠地工作 ，稳定破坏是
其主要失效模式 。因此 ，将稳定可靠性理论和优化
设计方法相结合 ，对稳定可靠性优化设计方法进行
深入研究和探讨 ，不仅具有重要的理论价值 ，而且
也具有十分重要的工程实际意义 。笔者提出了压杆
稳定可靠性优化设计方法 ，建立了压杆稳定可靠性

优化设计方法的计算模型 ，发展了可靠性优化设计
理论 。

２ 　压杆的力学模型
圆形截面压杆一般由稳定性决定它的承载力 。

当长度比 L桙d 非常大时 ， 压杆的稳定性是其主要
失效模式 。不使压杆失稳的临界力为

Fcr ＝ π２ EI
（ μL）２ ＝ π２ E

（ μL）２
π d４
６４ （１）

式中 μ为长度系数 ， 根据压杆不同的支撑情况取
值 ； I为圆形截面压杆的惯性矩 ， L 为压杆长度 ，
d为压杆截面直径 。
根据可靠性的干涉理论 ，压杆稳定可靠性分析

中的状态函数 g（ X）方程可以写成
g（ X） ＝ Fcr － F （２）

式中 F为压杆的轴向载荷 ， 基本随机变量向量 X
＝ ［ E 　 d 　 L 　 F］T 。 基本随机变量向量 X 的均
值E（ X）和方差 Var（ X）是已知的 ， 并且可以认为这
些随机变量是服从正态分布和相互独立的 。



３ 　随机摄动法
可靠性设计的一个目标是计算可靠度 ：

R ＝∫g（ X） ＞ ０
fX （ X）dX （３）

式中 fX （ X）为基本随机参数向量 X ＝ （ X１ 　 X２ 　 …

　 Xn）T 的联合概率密度 ， 这些随机参数代表载荷 、

零部件的特性等 ； g（ X）为状态函数 ， 可表示零部
件的两种状态 ：

g（ X） ≤ ０ 　 为失败状态
g（ X） ＞ ０ 　 为安全状态

（４）

　 　当 g（ X） ＝ ０ ，则是一个 n维曲面 ， 称为极限状
态面或失败面 。

把随机参数向量 X和状态函数g（ X）表示为
X ＝ Xd ＋ εXp （５）

g（ X） ＝ gd（ X） ＋ εgp （ X） （６）

式中 ε为一小参数 ，下标为 d的部分表示随机参数
中的确定部分 ，下标为 p的部分表示随机参数中的
随机部分 ，且具有零均值 。显然要求随机部分比确
定部分小得多 。对式 （５） 、式 （６） 取数学期望值 ：

μX ＝ E（ Xd） ＋ εΕ（ Xp） ＝ Xd （７）

μg ＝ E［ gd（ X）］ ＋ εE［ gp（ X）］ ＝ gd（ X） （８）

同理 ，对其取方差 ， 根据 Kronecker 代数及相应的
随机分析理论 ，有

σ２X ＝ E［（ X － E（ X）［２］ ］ ＝ ε２ ［ X［２］
p ］ （９）

σ２g ＝ E［（ g（ X） － E（ g（ X）））［２］ ］ ＝

ε２E［（ gp（ X））［２］ ］ （１０）

A［２］ ＝ A 磗 A ， 磗代表 Kronecker积 。
根据向量值和矩阵值函数的 Taylor展开式 ， 当

随机参数的随机部分比其确定部分小得多时 ，可以
把 gp（ X）在 E（ X） ＝ Xd 附近展开到一阶为止 ，即

g p（ X） ＝
矪 gd（ X）
矪 XT Xp （１１）

代入式 （１０） 得

σ２g ＝ ε２E 矪g d（ X）
矪 XT

［２］

X［２］
p

＝
矪 gd（ X）
矪 XT

［２］

Var（ X） （１２）

式中Var（ X）为随机参数的方差矩阵 ， 包含所有的
方差和协方差 。

可靠性指标定义为

β ＝
μg
σg ＝ E［ g（ X）］

Var［ g（ X）］ （１３）

　 　这样一方面可以利用可靠性指标直接衡量零部
件的可靠性 ，另一方面在基本随机参数向量 X 服
从正态分布时 ，可以用失败点处状态表面的切平面
近似地模拟极限状态表面 ， 获得可靠度的一阶估
计量

R ＝ Φ（ β） （１４）
式中 Φ（·）为标准正态分布函数 。

４ 　稳定可靠性优化设计
稳定可靠性优化设计模型可以用如下的确定型

模型来求解 ，即
minimize f（ X） ＝ E｛ f（ X）｝ ＝ f（ 珚X）
subject to μg － Φ － １ （ R０ ） σg ≥ ０

qi（ 珚X） ≥ ０ ，（ i ＝ １ ，… ，l）
hi（ 珚X） ＝ ０ ，（ j ＝ １ ，… ，m）

（１５）

式中 R０ 为给定应满足要求的可靠度 ， qi （ 珚X）和 hj
（ 珚X）为不等式约束和等式约束 。

５ 　数值算例
图 １为一端固定一端自由的圆形截面压杆承受

载荷的计算简图 。基本随机变量向量 X ＝ ［ E 　 d
　 L 　 F］T ， E ， d ， F ， L分别表示弹性模量 、 压杆
截面直径 、载荷力和压杆长度 ， 均服从正态分布 ，
其均值和标准差分别为 E ＝ （２０３ ０００ ，５ ８６０） MPa ，
L ＝ （２ ５００ ， １２畅５） mm ， F ＝ （４ ５００ ， ４５０） N 。 设要
求的可靠度 R０ ＝ ０畅９９９ ， 试用稳定可靠性优化设计

方法设计此压杆的截面直径 d 。

图 1 　压杆
Fig畅１ 　 Compressive bar

首先 ，建立目标函数 ： 要求压杆的质量最小 ，
即截面 A的面积为最小 ：

fx（ x） ＝ π
４ x

２
１ （１６）
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取设计变量 x ＝ x１ ＝ d ， d为压杆直径 。

第二 ，建立约束条件 ：
μg － Φ － １ （ R０ ） σg ≥ ０ （１７）

　 　第三 ，优化求解 ： 选取初值 d ＝ ３６ mm ， 求得
压杆设计处截面的最小尺寸 d ＝ ３５畅２１４ ９ mm 。

６ 　结论
笔者在稳定可靠性理论和优化设计方法的基础

上 ，提出了一种计算压杆稳定可靠性优化设计的数
值方法 。该方法在随机参数前两阶矩已知的情况
下 ，放松了对随机参数分布概型的限制 ，使之更接
近于工程实际中的结构可靠性问题 ， 数值算例表
明 ，该方法是解决压杆稳定可靠性优化设计问题的
一种实用有效的数值方法 。
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Stable Reliability — Based Optimization Design
of Compressive Bar

He Xiangdong１ ，Zhang Yimin１ ，Xue Yuchun２ ，Wen Bangchun１
（１畅 College of Mechanical Engineering and Automation ， Northeastern University ， Shenyang 　 １１０００４ ， China ；

２畅 College of Mechanical Science and Engineering ， Jilin University ， Changchun 　 １３００２５ ， China）

［Abstract］ 　 Based on the stable reliability design theory and the optimization design method ， the stable
reliability唱based optimization of compressive bar is extensively discussed and a numerical method for stable
reliability唱based optimization is proposed ． On the condition of known first two moments of basic random
variables ， the respective program can be used to obtain the stable reliability唱based optimization information of
compressive bar accurately and quickly ．
［Key words］ 　 compressive bar ；probabilistic perturbation method ； stable reliability ； optimization design
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