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［摘要］　可观测性分析是单观测器无源定位首先要研究的问题，只有当目标状态 （位置、速度等）是完全可
观测的，定位和跟踪问题才能有可靠的、唯一的解。 从几何方法、代数方程方法、线性系统方法 ３ 方面来阐述
单站测角无源定位的状态可观性问题，讨论测频单站无源定位问题的可观测性和定量的可观测性，并对近年
来这一领域的相关文献的分析方法和结论进行评述。
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1　前言
无源定位技术最早应用于潜艇的无源声纳对目

标的探测、定位和跟踪。 随着测量技术、信号截获和
处理技术的发展，无源定位技术的研究和应用越来
越广泛，越来越深入。 无源声纳、无源雷达、红外监
视系统的应用涉及到航海、航空、航天、通信和电子
战等领域，如现代潜艇和战舰、机载预警雷达、反辐
射导弹、天基红外监视系统、智能机器人等都配备了
相应的无源定位系统。

由于无源测量不包含目标的距离信息，对于单
站无源定位系统，仅利用单次无源测量不能实现对
目标的定位，需要从多次含噪声的无源测量中估计
出目标的位置、速度等状态，这就是单站无源定位的
目标运动分析（ＴＭＡ ， ｔａｒｇｅｔ ｍｏｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ）问题。
目标运动分析是单站无源定位与跟踪的一个重要问

题，它包括可观性分析、目标状态估计算法和观测器
运动轨迹优化 ３ 个方面的内容。 可观测性分析是单
观测器无源定位首先要研究的问题，只有当目标状
态是完全可观测的，定位和跟踪问题才能有可靠的、
唯一的解。

单站无源定位的可观性问题是非线性系统的可

观测性问题，具体的讨论和分析要以深奥的李代数
为数学工具

［１］ 。 为了避免使用复杂的数学方法，对
于无源定位的可观测性分析，工程界提出了很多不
同的方法，从 ２０ 世纪 ７０ 年代到现在已经发表了大
量的文章，主要集中在单站只测角无源定位问题可
观测性分析上。 处理问题的理论方法不相同，得出
结论的表述方式也不尽相同。 笔者将可观分析方法
进行归纳，分为 ３ 类：几何方法、代数方程方法和线
性系统方法，并以这 ３ 类方法进行单站测角无源定
位的可观性分析，还将讨论含频率测量的无源定位
问题的可观测性和定量的可观测性，并评述相关文
献分析方法和分析结果之间的联系。
2　单站只测角无源定位的可观测性

单站只测角无 源定 位 （ ＢＯＴ， ｂｅａｒｉｎｇ ｏｎｌｙ
ｔｒａｃｋｉｎｇ）问题是最基本的无源定位问题。 对于固定
目标，只要观测器不沿视线（ＬＯＳ）方向运动，目标总
是可观测的，这本质上就是多点测向交叉定位。 对
于匀速运动目标的二维和三维 ＢＯＴ 可观测性研究
开始于 ２０ 世纪 ７０ 年代［２ ～４］ ，并推广到了多项式运
动模型机动目标及一阶时间相关模型机动目

标
［ ５， ６］ ，采用的分析方法也逐步多样化［５ ～１５］ ，将这些
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可观性分析方法归纳为几何方法、代数方程方法和
线性系统方法 ３ 类。
2．1　BOT可观测性的几何分析法

为了给可观测性一个直观的解释，首先采用初
等几何的方法来分析对匀速运动目标的二维 ＢＯＴ
可观测性问题。

命题 １　从直线 A 上等间距的 ３ 点引出 ３ 条直
线 L１ ，L２ ，L３，则过直线 L１ 上的任意一点，都存在一
条直线 B，它与 L２ 和 L３ 的交点等间距（见图 １）。

图 1　命题示意图
Fig．1　Graph for the proposition

证明： 在图 １ 直线 L１ 上任取一点 P，过点 P 作
直线 B１，将 B１ 绕点 P 逆时针旋转至 B２ 。 设该直线
与直线 L２ ，L３ 交点为 P１ 和 P２ ，两点间的距离表示为
P１P２。 显然在旋转过程中比值PP１ P１P２由小到大

连续变化，因而必然在某一位置取值为 １，即必然存
在过 P 点的直线 B，使得PP１ ＝P１P２。 命题得证。

设观测器作匀速直线运动，等间隔测量目标到
达角（ＤＯＡ），如图 ２ 所示，则由命题 １ 可知，过 ＤＯＡ
观测线的每一点，都有一条直线与 ＤＯＡ 观测线交点
为等间距。 即过 ＤＯＡ 观测线的每一点，都存在一条
目标轨迹直线，满足匀速直线运动条件。 因而有如
下结论：

结论 １Ａ　匀速观测对匀速目标是不可观测的。
当机动观测器的等间隔 ＤＯＡ 测量（见图 ３），它

与图 ３ 中匀速观测器产生 ＤＯＡ 测量相同，由结论
１Ａ 知，此时对匀速目标也是不可观测的。 因而有如
下结论：

结论 １Ｂ　观测器机动是对匀速目标可观测的
必要条件，而不是充分条件。

结论 １Ａ 和结论 １Ｂ 是 ＢＯＴ 可观测性分析的最
基本结论，几乎被所有可观性分析方面的文献或复
述、或采用不同方法证明和推广。

由结论可知，对于匀速直线运动的目标，ＢＯＴ

图 2　匀速观测器对匀速目标测量 DOA示意图
Fig．2　Constant velocity observer measures

DOAs of constant velocity target

图 3　机动观测器对匀速目标不可观测的情形
Fig．3　Ambiguity in case of a constant velocity

observer and a maneuver observer

可观测必要条件是观测器机动。 最常用的观测器机
动方式是折线运动（ｍｕｌｔｉ唱ｌｅｇ），文献［７］采用初等几
何的方法，推导了观测器折线运动时对匀速目标距
离的估计公式。

设折线观测器与匀速目标几何关系如图 ４ 所示
（文献［７］中的图 ３），折线观测器轨迹由 ２ 条直线段
S４ S５ 和 S５ S６ 构成，目标轨迹为直线 T４T５T６，观测器
在 ３ 个点 S４ ， S５ ，S６（对应的目标点为 T４， T５ ，T６ ）分
别测量 ＤＯＡ 为 β４ ，β５ ，β６，则由正弦定理得：

R６ ＝aｓｉｎ γ／ｓｉｎ δ （１）
式中 a 是点 S６ 与 S′６ 之间的距离，S′６ 是假设观测器
仍然沿直线前进，在下一测量时刻的位置，由于观测
器的运动是已知的，故 a是已知量。

式（１）中 γ，δ由下列公式计算，
α＝（１８０°－Δθｓ） ／２
＝（α＋Δθｓ）

γ＝１８０°－α－βＣ

δ＝１８０°－γ－（ ＋β６ ）
（２）
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图 4　折线观测器与匀速目标几何关系
Fig．4　Geometry between turning observer

and constant velocity target

其中 Δθｓ 是观测器航向改变量，是已知量。 文献
［７］使用等到达角直线观测器轨迹，即假设有 βＣ ＝
β４ ＝β５ ＋Δθｓ，将此条件代入式（１）和式（２）得到目
标距离为

R６ ＝aｃｏｓ （（β４ ＋β５） ／２） ／ｓｉｎ （β５ －β６ ） （３）
式（３）说明当观测器作折线运动，只需要 ３ 个

到达角测量就可以确定匀速直线运动目标的距离，
即对匀速直线运动目标是可观测的，但文献［７］得
到式（３）要求图 ４ 中 S４S５ S′６ 构成等到达角观测器
轨迹。

命题 ２　匀速直线运动的观测器等时间间隔测
量匀速直线目标的到达角 βk （ k ＝１， ２， ３， ４，…）
（见图 ５），则可以通过 β１ ，β２ ，β３ 计算出 βk （ k ＝
４，…）。

图 5　匀速观测器对匀速目标测量 DOA示意图
Fig．5　Constant velocity observer measures DOAs

of constant velocity target

证明　将图 ５ 重绘如图 ６ 所示，将一个测量间
隔内目标的运行距离记为 d，观测器的运行距离记
为 S，观测器轨迹与目标轨迹交角记为 θ，则有方
程组：

L１ ／ｓｉｎ β１ ＝L２ ／ｓｉｎ （β１ －θ）
（L１ ＋d） ／ｓｉｎ β２ ＝（L２ ＋S） ／ｓｉｎ （β２ －θ）
（L１ ＋２d） ／ｓｉｎ β３ ＝（L２ ＋２S） ／ｓｉｎ （β３ －θ）
（L１ ＋３d） ／ｓｉｎ β４ ＝（L２ ＋３S） ／ｓｉｎ （β４ －θ）

（４）

图 6　匀速观测器对匀速目标测量 DOA示意图
Fig．6　Constant velocity observer measures DOAs of

constant velocity target

式（４）中共有 ４ 个方程和 ５ 个未知数（ L１ ， L２ ，
d，θ，β４ ），但解方程得到 β４ 的表达式只与 β１， β２ ，β３
有关（具体过程略），从而证明了命题 ２。 对于观测
器轨迹与目标轨迹平行的情况，用同样方法可以证
明命题 ２。

命题 ２ 说明，对于匀速目标和匀速观测器，只有
３ 个到达角测量是独立的。 即使图 ４ 中 S４ S５S′６ 不构
成等到达角观测器轨迹，即等式 βＣ ＝β４ 不成立，亦
即 βＣ 未知，由命题 ２ 可知在观测器直线段积累 ３ 个
到达角测量就可以计算出 βＣ 。 因而有如下结论：

结论 ２　当观测器作折线运动，只需要 １ 次转
折和 ４ 个到达角测量就可以确定匀速直线运动目标
的距离。

文献［８］本质上也是采用初等几何的方法分析
折线观测器运动形式对匀速目标的可观测性，并给
出了距离和速度的计算公式。 文献［７， ８］都采用数
值仿真的方法验证了相关结论。
2．2　BOT 可观测性的代数方程分析法

对于 ＢＯＴ 可观测性分析，几何方法虽然直观，
但应用范围限于直线和折线运动观测器对匀速运动

目标的跟踪问题。
文献［５］以代数方程解的唯一性作为可观测准

则进行了 ＢＯＴ 可观测性分析，并将目标运动形式推
广到时间的 N 阶多项式运动模型，所采用的方法形
式上非常简便。 文献［９］重述了这一方法并推广到
包含频率测量的可观性分析。

设观测器与目标的几何关系如图 ７ 所示，在同
一直角坐标系中，观测器的位置矢量记为 rｏｂ，目标
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的位置矢量记为 rＴ，记 r ＝ｄｅ ｆ rＴ －rｏｂ ＝ｄｅｆ ［ rx 　ry 　r z ］ Ｔ，
它们都是时间 t的函数。 观测器测量目标的 ２ 个到
达角 β，ε。 由图 ７ 可得到达角公式如下，

β（ t） ＝ａｒｃｔａｎ （ rx（ t） ／ry（ t））
ε（ t） ＝ａｒｃｔａｎ （ r z（ t） ／（ r２x （ t） ＋r２y （ t）） １ ／２ ） （５）

到达角 β， ε 决定了观测站至目标的视线方向
（ＬＯＳ）。

图 7　观测器与目标几何关系图
Fig．7　Geometry between observer and target in 3D

目标不可观测等价为：至少有 ２ 个不同的目标
运动轨迹 rＴ， r′Ｔ 在相同的观测器视线方向上（有相
同的到达角测量），即存在标量函数 α（ t） ＞０，使

r′Ｔ（ t） －rｏｂ（ t） ＝α（ t）（rＴ（ t） －rｏｂ（ t）） （６）
成立。 将时间的 N 阶多项式运动模型用集合表
示为

PN ＝ ∑N

i ＝０
a i（ t －t０） i ＝ｄｅｆ At

其中 A ＝（a０ a１…aN）∈R３ ×（ N ＋１） ，t ＝（１ （ t －t０） …
（ t －t０ ） N） Ｔ。 设目标的运动方程为时间的 N 阶多项
式，即有 r′T （ t）∈PN， rＴ（ t）∈PN。 将 rｏｂ （ t） ＝rＴ （ t）
－r（ t）代入式（６）可得
　r（ t） ＝（α（ t） －１） －１ ［rＴ（ t） －r′Ｔ（ t）］ ＝ｄｅｆ 珘α（ t）Bt

（７）
其中 珘α（ t） ＝（α（ t） －１） －１ ，Bt ＝［ rＴ （ t） －r′Ｔ （ t）］。
因为 r′Ｔ （ t） ∈ PN， rＴ （ t） ∈ PN，所以有 ［ rＴ （ t） －
r′Ｔ（ t）］∈PN，即 B∈R３ ×（N ＋１） 。

式（７）就是 ＢＯＴ 问题不可观测的充分必要条
件，总结为：

结论 ３Ａ　当目标的运动方程为时间的 N 阶多
项式，则 ＢＯＴ 问题可观测的充分必要条件是 r（ t）≠
珘α（ t ） Bt，其中 珘α（ t ） 是任意的标量函数， B ∈
R３ ×（ N ＋１） 。

结论 ３Ａ 用公式表示还是不太直观。 若 rｏｂ （ t）
∈PN，则有 r（ t）∈PN，此时式（７）必然成立，即目标

不可观测，因此有如下结论：
结论 ３Ｂ　当目标的运动方程为时间的 N 阶多

项式，则 ＢＯＴ 问题可观测的必要条件是观测器作更
高阶次的机动。

结论 ３Ｂ 是易于理解的，显然它是结论 １Ａ 和结
论 １Ｂ 的推广。 需要强调的是，观测器作比目标运
动更高阶次机动只是 ＢＯＴ 问题可观测的必要条件，
而不是充分条件。 因为在某些条件下，即使当
rｏｂ（ t）臭PN，式（７）也是有可能成立的，如图 ３ 所示
的情形就是一个例子。
2．3　BOT 可观测性的线性系统分析法

采用几何方法和代数方法分析 ＢＯＴ 可观测性，
方法简便，并且得到了关于 ＢＯＴ 可观测性的最经典
的结论。 然而采用最广泛的可观测性分析方法还是
线性系统分析法，这是因为该方法使用的模型同滤
波算法相同，为该领域的研究者所熟知，而且该方法
适用于更广泛的单站无源定位问题，能推导出更精
致的结论。
２．３．１　线性系统可观测性理论

１） 线性连续时间系统的可观测性定理　将系
统的状态变量（包括位置、速度等分量）取 x（ t） ＝ｄｅｆ

xＴ（ t） －x ｏｂ（ t），即是目标状态变量与观测器状态变
量的差。 系统的状态随时间的变化规律称为状态模
型或状态方程，一般用线性微分方程来表示：

痹x（ t） ＝A（ t）x（ t） ＋B（ t）u（ t） （８）
式中 输入量 u（ t）对应观测器的机动。 式（８）不仅
适用于描述匀速目标，还适用于描述 N 阶多项式模
型运动目标和具有更复杂运动形式的目标

［１６］ 。
系统的测量量与状态变量的关系式称为测量方

程。 在无源定位系统中，采用线性的状态式（８），则
测量方程一定是非线性的。 为了使用线性系统可观
测性分析理论，需要将非线性测量方程转化为伪线
性测量方程。 ＢＯＴ 问题的测量方程如式（５），转化
为伪线性测量方程为

０ ＝ rx（ t）ｃｏｓ β（ t） －ry（ t）ｓｉｎ β（ t）
０ ＝ rx（ t）ｓｉｎ β（ t）ｓｉｎ ε（ t） ＋ry（ t）ｃｏｓ β（ t）·
　　ｓｉｎ ε（ t） －r z（ t）ｃｏｓ ε（ t）

（９）

０ ＝ rx（ t） －r z（ t） ｓｉｎ β（ t）ｃｏｔ ε（ t）
０ ＝ ry（ t） －r z（ t）ｃｏｓ β（ t）ｃｏｔ ε（ t） （１０）

写成一般形式为

z（ t） ＝C（ t）x（ t） （１１）
该方程是线性时变方程。

式（８）和式（１１）是线性时变连续时间系统的状

75２００７年第 ９卷第 １１期　



态方程和测量方程的一般形式。 解式（８）得［１７］

x（ t） ＝Φ（ t， t０）x（ t０ ） ＋y（ t） （１２）
其中抄Φ（ t，t０ ） ／抄t ＝A（ t）Φ（ t，t０ ），Φ（ t，t０ ） ＝I，当 A
是常值矩阵时 Φ（ t， t０ ） ＝ｅｘｐ A （ t， t０ ）； y（ t） ＝
∫t

０
Φ（ t， ）B（ ）μ（ ）ｄ 。
结合式（１１）和式（１２）得
C（ t）Φ（ t，t０）x（ t０ ） ＝z（ t） －C（ t）y（ t） （１３）

定义　由式（８）和式（１１）描述的系统在时间
［ t０，t ｆ］上可观测性就是式（１３）在时间［ t０ ，t ｆ］上关于
x（ t０ ）的解的唯一性。

将式（１３）两端左乘 ΦＴ（ t，t０ ）CＴ（ t），然后积分，
得到

　 ∫t ｆ

t０
ΦＴ（ t，t０ ）CＴ（ t）C（ t）Φ（ t，t０）ｄt x（ t０ ） ＝

　∫t ｆ

t０
ΦＴ（ t，t０ ）CＴ（ t） z（ t） －C（ t）y（ t） ｄt （１４）
方程（１４）关于 x（ t０ ） 的解唯一的充分必要条

件 是 矩 阵 ∫t ｆ

t０
ΦＴ（ t，t０）CＴ（ t）C（ t）Φ（ t，t０ ）ｄt 可

逆
［１４， １７］ ，由此得到如下定理：
可观测性定理 １Ａ　线性系统式（８）和式（１１）

在时间［ t０ ， t ｆ］上可观测的充分必要条件是 Ｇｒａｍ 矩
阵∫t ｆ

t０
ΦＴ（ t，t０ ）CＴ（ t）C（ t）Φ（ t，t０）ｄt 可逆。 Ｇｒａｍ 矩

阵可逆等价于矩阵 C（ t）Φ（ t， t０ ）的列向量线性无
关

［１７， １８］ ，因而有如下等价定理［ １０ ～１４］ ：
可观测性定理 １Ｂ　线性系统式（８）和式（１１）

在时间［ t０ ， t ｆ］上可观测的充分必要条件是：对于任
意的非零矢量 ξ，存在 t∈［ t０， t ｆ ］，满足 C（ t）Φ（ t，
t０）ξ≠０。

说明　由定理 １Ａ 和定理 １Ｂ 可知，系统的可观
测性完全由 C（ t）Φ（ t， t０ ）确定，似乎可以推测出系
统的可观测性与输入量 u（ t）无关，u（ t）是观测器的
机动输入。 事实上 u（ t）的作用将改变 C（ t），因而
系统的可观测性与 u（ t）无关的推测是错误的。

设矩阵 C（ t）Φ（ t， t０ ）有 n 列（ n ＝（维数） ×
（N ＋１）），则其 n 个列向量线性无关的充分条件是：
存在 t∈［ t０ ， t ｆ］，其 Ｗｒｏｎｓｋｉ 矩阵的秩为 n［ １７， １８］ ，记
为定理：

可观测性定理 ２Ａ　线性系统式（８）和式（１１）
在时间［ t０ ， t ｆ ］上可观测的充分条件：存在 t∈［ t０，
t ｆ］，其 Ｗｒｏｎｓｋｉ 矩阵（M（ t） 痹M（ t）　 …　 M

（ N －１）（ t）） Ｔ

的秩为 n，其中 M（ t） ＝C（ t）Φ（ t， t０ ）。 M（ k） （ t）表示

M（ t）对 t的 k 阶导数。
文献［１７］给出了如下的等价的定理：
可观测性定理 ２Ｂ　设 A（ t）和 C（ t）存在直至 n

－２ 阶和 n －１ 阶连续导数，则线性系统式（８）和式
（１１）在时间［ t０， t ｆ］上可观测的充分条件：存在［ t０ ，
t ｆ ］，使得矩阵（N０ （ t） N１ （ t） …Nn －１ （ t）） Ｔ

的秩为 n，
其中 N０ （ t） ＝ C（ t）， Nk ＋１ （ t） ＝ Nk （ t） A （ t） ＋
痹Nk（ t）， k ＝０， １， …， n －２。

２） 线性离散时间系统的可观测性定理　当系
统的测量量是离散的，测量方程是离散的。 系统的
连续状态方程和离散的伪线性测量方程为

痹x（ t） ＝A（ t）x（ t） ＋B（ t）u（ t）
z（ t i） ＝C（ t i）x（ t i） （１５）

可观测性定理 ３　线性系统式（１５）在时间［ t０ ，
tM ］上积累（M ＋１）个测量，其可观测的充分必要条
件是 Ｇｒａｍ 矩阵降 ∑M

i ＝０
ΦＴ（ t i，t０）CＴ（ t i）C（ t i）Φ（ t i，

t０ ） 可逆。
当 A（ t）为常值矩阵时，将式（１５）写成离散形

式：
x（k ＋１） ＝Fx（k） ＋Gku（k）
z（k） ＝Ckx（k）， k ＝０， １， …， M

（１６）
可观测性定理 ４　系统式（１６）可观测的充分必

要条件是（C０ C１F … CMFM ） Ｔ
的列向量线性无关。

２．３．２　ＢＯＴ 可观测性分析
１） N 阶时间多项式目标的 ＢＯＴ 可观测性　对

于 ３ 维空间中 N阶时间多项式运动的目标，将状态
变量记为

x（ t） ＝ｄｅｆ （ rＴ（ t）　痹r（ t） … r
（ N）（ t）） Ｔ，

其中用 rＴ
（ N） （ t）表示变量 rT （ t）对时间的 N 阶导数。

则有

A（ t） ＝
0３ ×３ I３ ×３ … I３ ×３

  
0３ ×３ I３ ×３ … I３ ×３

0３ ×３ ０３ ×３ … 0３ ×３ ３（ N ＋１） ×３（ N ＋１）

，

Φ（ t， t０） ＝ ｅｘｐ A（ t －t０） ＝
I３ ×３ （t －t０）I３ ×３ … （t －t０）N

N！ I３ ×３

0３ ×３ 筹 筹 
 筹 筹 （t －t０）I３ ×３

0３ ×３ … 0３ ×３ I３ ×３ ３（N ＋１） ×３（N ＋１）
（１７）
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使用式（１０）作为伪线性的测量方程，因而有
C（ t） ＝ １ ０ －ｓｉｎ β（ t）ｃｏｔ ε（ t） 0１ ×３N

０ １ －ｃｏｓ β（ t）ｃｏｔ ε（ t） 0１ ×３N ２ ×３（ N ＋１）

（１８）
将式（１７）、式（１８）代入定理 １Ｂ，得到可观测的

充分必要条件为是 rＴ（ t） ≠α（ t）Bt［１２］ ，其中α（ t）是
任意的标量函数，B∈R３ ×（N ＋１） 。 这与文献［７］采用
代数方法得到的结论 ３Ａ 完全相同！ 文献［５， １２］在
无源定位的可观测分析方面最具代表性，因而几乎
被其后的所有相关文献引用。

同样是应用定理 １Ｂ，文献［１０， １１］分别得到了
２ 维和 ３ 维匀速目标的可观测条件，是文献［１２］所
分析问题的特例。

文献［３］应用定理 ２Ａ 分析 ２ 维匀速目标（n ＝
４）的 ＢＯＴ 可观测性，文献［４］应用定理 ２Ｂ 分析 ３
维匀速目标（n ＝６）的 ＢＯＴ 可观测性，得到了可观
测条件为

∫t

t０
（t － ）aｏｂ（ ）ｄ ≠α（t）［r（t０） ＋（t －t０） v （t０）］

（１９）
其中v （ t） ＝痹r（ t）， a（ t） ＝aＴ（ t） －aｏｂ（ t） ＝痹v （ t）。

对于匀速目标有 aＴ（ t） ＝０，因而有 r（ t） ＝
r（ t０ ） ＋（ t －t０ ） v （ t） －∫t

t０
（ t － ）a ｏｂ（ ）ｄ ，代入式

（１９） 有
r（ t）≠（１ －α（ t））［r（ t０ ） ＋（ t －t０ ）v （ t０ ）］ （２０）
显然，式（２０）是 r（ t）≠珘α（ t）Bt 的一个特例，对

比式（７）可知，它只是可观测的必要条件。 文献［５］
还给出了一个实例来说明式（２０）只是必要条件，文
献［１２］指出了文献［３， ４］结论出错的原因。

文献［１３］推导了定理 １Ｂ，然后应用它分析了 ３
维匀速目标的 ＢＯＴ 可观测性，因而也是文献［１２］所
分析问题的一个特例。 文献 ［１３］给出了可观测
条件：
∫t

t０
（t － ）aｏｂ（ ）ｄ ≠α（t）［r（t０） ＋（t －t０） v （t０）］ ＋

（α（ t） －１）（ t －t０） 痹α（ t０） r（ t０ ）， t∈［ t０ ， t ｆ］
（２１）

文献［１４］应用定理 １Ｂ 推导了 ３ 维 N 阶多项式
模型目标的 ＢＯＴ 可观测条件为
－∫t

t０
（t － ）N

N！ u（ ）ｄ ≠ α（t） －１ ∑N

i ＝０

（t －t０）i

i！ r（t０） ＋

α（t）∑N

i ＝１
（t －t０） i

i！ ∑i－１
j ＝０

i
i －j

α（ i－j）（t０） －１
r
（ j）（t０）

（２２）
式中 α（ t）满足 α（ t０ ） ＝１ 的任意标量函数。

文献［６］应用定理 １Ｂ 推导了 ３ 维匀加速目标
的 ＢＯＴ可观测条件完全同式（７），并指出

∫t

t０
（ t － ）a ｏｂ ｄ ≠

α（ t）［r（ t０ ） ＋（ t －t０）v （ t０ ） ＋
（ t －t０ ） ２a（ t０） ／２］ （２３）

只是式（７）的一种特殊情况。
总之，文献［３， ４， ６， １０ ～１４］应用线性时变系

统的可观性定理，对 ２ 维、３ 维匀速（N ＝２）、匀加
速（N ＝３）、N 阶（N ＞３）多项式目标的 ＢＯＴ 可观测
分析的结论就是结论 ３Ａ。

文献［１４］应用定理 １Ｂ 还得到：若将目标和观
测器的运动限定在 ２ 个平行的平面上，结论 ３Ｂ 中
的必要条件成为充分必要条件。

结论 ３Ｃ　设目标匀速运动，且目标和观测器在
２ 个平行的平面上运动，则 ＢＯＴ 可观测的充分必要
条件是观测器机动。

文献［１５］应用定理 ３ 分析了 ２ 维匀速目标的
ＢＯＴ可观测性，得到的结论为：

a．当到达角测量的正切值是常数时，对目标不
可观测；

b．当观测器无机动，对目标不可观测；
c．当只有 ３ 个独立的到达角测量时，对目标不

可观测。 显然，这与早期文献得到的结论 １ 和结论
２ 相同。

２） 一阶时间相关模型机动目标 ＢＯＴ 可观测
性　一阶时间相关模型的目标加速度和观测器加速
度为

痹aＴ（ t） ＝ － aＴ（ t） ＋ uＴ

痹a ｏｂ（ t） ＝－γaｏｂ（ t） ＋γuｏｂ
（２４）

其中 ，γ， uｏｂ是已知常量，uＴ 是未知常量。
应用定理 １Ｂ，文献［６］得到了一阶时间相关模

型机动目标的 ＢＯＴ 可观测性结论：
结论 ４　一阶时间相关模型机动目标的目标加

速度和观测器加速度如式（２４），则
a．uｏｂ ＝０，即观测器不机动时，目标不可观测；
b．aＴ（ t） ＝a ｏｂ（ t），即观测器与目标的加速度相

同，目标不可观测；
c．γ≠ ，uｏｂ ≠０，即观测器机动且与目标的机
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动常数不同，目标可观测。
显然，结论 ４ａ 结论 ４ｂ 是对结论 １ 至结论 ３ 部

分论断的重复。
３） 折线运动观测器对折线运动目标的 ＢＯＴ 可

观测性　将时变线性系统近似等效为分段时不变离
散线性系统，应用定理 ４，文献［１９］得到了折线运动
观测器对折线运动目标的 ＢＯＴ 可观测性结论：

结论 ５　折线运动观测器对折线运动目标测量
到达角，则

a．只需要一次观测器转折，对匀速目标可观
测；

b．目标的转折时刻已知，观测器与目标的转折
时刻不同，在观测器的每一直线段的到达角不恒等，
则只需一次观测器转折对目标可观测；

c．目标的转折时刻未知，观测器与目标的转折
时刻不同，观测器转折和目标转折交替进行，目标可
观测。

显然，结论 ５ａ与结论 ２ 相同。
3　测频单站无源定位的可观测性

在测量到达角的基础上增加频率测量可以改善

单站无源定位的可观测性，提高定位精度。
3．1　只测频单站无源定位的可观测性

设辐射源的信号频率 f０ 是一个未知常量，由于
多普勒效应，观测器接收的信号频率为

f（ t） ＝ f０（１ －痹r（ t） ／c） （２５）
若目标不可观测，即至少有两条目标轨迹满足以上
测量公式，

f０ （１ －痹r（ t） ／c） ＝f′０（１ －痹r′（ t） ／c） （２６）
式中 r（ t）， r′（ t）分别是两条目标轨迹对应的距离，
f０， f′０ 是两条目标轨迹下信号频率的计算值，c 是光
速。 文献［９］利用第 ２．２ 节介绍的代数方法得到了
目标不可观测的充分必要条件为

　 r′Ｔ（ t） ＝D（ t）（k ＋（a ＋c（１ －k）（ t －t０） ／
r（ t）））rＴ（ t） ＋rｏｂ（ t） （２７）

式中 k ＝f０ ／f′０， a ＝r′（ t０） －k· r（ t０ ），D（ t）是任意正
交变换矩阵。

对于 N 阶多项式运动目标，根据式（２７），文献
［９］得到结论：

结论 ６　对于 N 阶多项式模型运动目标，测频
单站无源定位的可观测性为

a．观测器采用多项式运动形式，当多项式阶次
不高于 N ＋１ 时，目标一定是不可观测的；

b．观测器采用多项式运动形式，当多项式阶次
大于 N ＋１ 时，对目标的可观测的条件是矢量rｏｂ

（m）（ t）
（m ＞N）不全部同方向。
3．2　测频测角单站无源定位的可观测性

设测量量为｛β（ t）， ε（ t）， f（ t）｝，此时目标不
可观测的充分必要条件是式（６）和式（２７）同时成
立，文献［９］据此得到了目标不可观测的充分必要
条件为

r′Ｔ（ t） ＝（k ＋（a ＋c（１ －k）（ t －t０ ） ／
r（ t））） r（ t） ＋rｏｂ（ t） （２８）

其中　（k ＋（a ＋c（１ －k）（ t －t０ ） ／r（ t））） ＞０。
对于多项式运动目标和观测器，根据式（２８），

文献［９］得到：
结论 ７　对于多项式模型的运动目标和观测

器，测频测角单站无源定位的可观测性的充分必要
条件是到达角测量不为一恒定值。

对于匀速运动的目标和观测器，文献［１４］在 ２
维情况下、文献［２０］在 ３ 维情况下，应用可观测性
定理 １Ｂ 得到了与结论 ７ 相同的结果，是结论 ７ 的一
个特殊情况。
4　关于定量的可观测性

二值可观测性（ ｏｂｓｅｒｖａｂｉｌｉｔｙ）分析回答了目标
状态“是”与“否”可观测的问题，经过多年的努力，
可以说这个问题已基本解决。 但研究者们同时发
现，仅有二值可观测性分析还不够。 Ｊ．Ａ．Ｆａｗｃｅｔｔ
［２１］ ， Ｃ．Ｊａｕｆｆｒｅｔ 和 Ｃ．Ｊ．Ｍｕｓｓｏ） ［ ２２］

指出，即使完全
满足可观测条件，单站无源定位系统的定位性能易
受测量精度的影响而变得不稳定。 另一方面，系统
的定位精度强烈地依赖于观测器的运动轨迹。 因
此，仅仅有定性的二值可观测性分析是不够的，还需
要引入定量的可观测性分析。

定量的可观测性称为可观测程度 （ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ
ｏｂｓｅｒｖａｂｉｌｉｔｙ），Ｊ．Ｐ．Ｌｅ Ｃａｄｒｅ 和 Ｃ．Ｊａｕｆｆｒｅｔ称为可估
计性（ ｅｓｔｉｍａｂｉｌｉｔｙ） ［１９］ ，并将其定义为 ｄｅｔ （FIM），
即 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵的行列式值。 线性系统式（８）和
式（１１）在时间［ t０ ， t ｆ］上的 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵为［ ２３］

FIM ＝∫t ｆ

t０
Φ（ t，t０ ） ＴC（ t） ＴR－１C（ t）Φ（ t，t０）ｄt

（２９）
线性系统式（１５）在时间［ t０ ， tM ］上积累（M ＋１）个
测量的 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵为
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FIM ＝∑M

i ＝０
Φ（ t i，t０ ） ＴC（ t i） ＴR－１C（ t i）Φ（ t i，t０ ）

（３０）
式中 R为测量误差的协方差矩阵。 令 R ＝ I，则式
（２９）与定理 １Ａ 中系统可观测性的判别矩阵相同，
式（３０）与定理 ３ 中系统可观测性的判别矩阵相同。

由此可见，Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵的奇异性反映了系
统的可观测性，因而使用该矩阵行列式值或特征值
表示定量的可观测性是合理的。

事实上，Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵的逆就是状态估计精
度的下界

［２３］ ，因而采用反映定位问题固有定位精度
的任何量来表示可估计性都可以。 文献［２４ ～２７］
进行了可估计性分析，用来进行观测器轨迹优化。
文献［２４， ２５］采用 １／ｄｅｔ （FIM）表示可估计性；文
献［２６］采用 －ｌｎ ［ｄｅｔ（FIM）］和 gＴ （FIM） －１ g 表示
可估计性，其中 g ＝抄r／抄x，r 是目标至观测器距离，x
是状态变量；文献［２７］则定义可用距离信息 ARＩ
（ａｖａｉｌａｂｌｅ ｒａｎｇｅ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ）来表示可估计性。

单站无源定位系统一般采用如下非线性模型，
x（k ＋１） ＝Fx（k） ＋Gku（k） ＋w（k），
z（k） ＝h（x （k）） ＋v （k）， k ＝０， １， …， M

（３１）
式中 h（ · ）是 H 非线性测量函数，v （ k）是测量误
差，w（k）是状态误差。 这个系统的 Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵
为

FIM ＝∑M

i ＝０
H iF i ＴR－１

k H iF i （３２）
式中，H i ＝磹x（ i） hＴ（x（ i）），Rk ＝ｃｏｖ （ v （k））。

式（３２） FIM 矩阵的奇异性也可用来作为非线
性系统的可观测性判别准则

［２８］ 。
式（２９）、式（３０）、式（３２）都是关于初始状态 x０

的估计量的 Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵。 工程上通常使用关于
k 时刻当前估计量 x^（k， k）的 Ｆｉｓｈｅｒ 信息矩阵，记为
FIM（k， k）。 对于系统式（３１）可以推出

FIM（k， k） ＝∑k

i ＝０
H iFk －i ＴR－１

k H iF k－i （３３）
估计量 x^（ k， k）的 ＣＲＬＢ 记为 P（ k， k） ＝FIM（ k，
k） －１ 。 在数值仿真中，代入真实的目标状态，这个量
可以采用式（３４）递推计算。
P －１（k， k） ＝P －１（k， k －１） ＋HＴ

kR －１
k H k

P －１（k， k －１） ＝F －ＴP －１（k －１， k －１）F －１

P －１（０， ０） ＝ ０　　 无先验信息，
P －１

０ 　有先验信息
（３４）

对于复杂的无源定位问题，理论上分析可观测
性往往非常困难，因而可以采用仿真方法计算定量
的可观测性。
5　总结

单站无源定位可观测性问题的本质，是在给定
测量集上对目标状态估计的唯一性问题。 可观测性
分析的结论可以粗略地概括为，状态可观测要求测
量信息的变化速率要大于目标状态的变化速率。 简
单地说，对于只测角无源定位，要求观测器必须比目
标作更高阶的机动，对于测频测角无源定位，要求到
达角测量不为恒定值。

笔者的主要工作：将无源定位的可观测性分析
方法归纳分类为三类———几何方法、代数方法和线
性系统分析法；由简单到复杂，顺序地给出了单站无
源定位的可观测性分析结论；讨论了定量的可观测
性，它十分便于仿真计算。 对相关的参考文献进行
了较系统的评述。
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