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［摘要］　轨迹跟踪是移动机器人导航中的核心问题之一。 针对非完整运动约束车辆，利用反馈线性化方法
设计了轨迹跟踪器，仿真研究了跟踪算法的鲁棒性。 最后，介绍了工程实现中参数观测器设计等相关问题。
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　　随着移动式机器人应用范围的拓展，它的活动
范围已延伸到各个领域，从太空探索到深海探测，从
危险环境下的抢救到日常生活中的服务。 自主汽车
是移动式机器人的典型代表，为研究者在轨迹规划、
轨迹跟踪等导航关键问题研究提供了舞台。 鉴于自
主车在民用和军用两方面潜在的广阔应用前景，国
内部分高校，也陆续开展了自主车的相关研究。 由
于道路环境的不确定性，加之车辆本身是一个高度
动态的非线性系统，实现其轨迹跟踪控制充满了挑
战，很多研究者在此领域做出了开创性的工作，把控
制理论和方法与工程实践紧密结合在一起。 如滑模
控制器和参数空间法

［ １］ 、使用预瞄信息（道路曲率
和超高）作前馈控制的最优预瞄控制［２］ 、模型参考
自适应控制、输入 －状态线性化反馈和输入 －输出
线性化反馈

［３， ４］
和模糊网络的反馈误差学习

［５］ 。 尽
管方法迥异，但大体技术路线具有相似性：确立控制
目标、选择控制器结构、优化控制参数、提高系统的
鲁棒性。

车辆的轮胎不能侧向滑动，行进中的车辆只能
沿着车身方向前进。 这种非完整约束的存在导致自
由位形空间中的一条连续路径不一定是可行的。 并
且，Ｂｒｏｃｋｏｔｔ 已经证明［６］ ，即使对一条光滑路径，也
不存在一个光滑时不变的反馈控制律来实现系统的

镇定。 越来越多的研究者利用反馈线性化的工具解

决上述问题
［ ７， ８］ 。 对比他们的研究工作发现，反馈

线性化通常需要借助系统模型来克服非线性因素的

影响，由于应用背景不同以及系统模型的差异，造成
了控制器的多样化设计。
1　车辆动力学建模

采用汽车模型
［９］
研究车辆在轨迹跟踪过程中

的侧向运动和横摆运动特性。 建立模型时，对实际
车辆做出下列假设：

１）车辆视为一个做平面小曲率运动的刚体，其
侧向加速度系数（侧向加速度与重力加速度的比
值）与路面摩擦系数的比值在 ０．３ 至 ０．４ 之间，轮胎
侧偏特性处于线性范围；

２）忽略左右轮由于垂直载荷不同引起的侧偏
特性差异；

３）转向系的惯性和阻尼可以忽略，转向盘转角
与前轮名义转角成比例关系。

汽车模型如图 １ 所示。
为了下面推导公式的方便，特引入下列符号：
m 为整车质量（ｋｇ）；
x， y 为车辆质心在惯性坐标系中的位置（ｍ）；
ω为前轮名义转角的角速度（ ｒａｄ／ｓ）；
θ为车辆的航向角（ ｒａｄ）；
J为整车的转动惯量（ｋｇ· ｍ２ ）；
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图 1　汽车模型
Fig．1　Vehicle model

v为车辆速度（ｍ／ｓ）；
a为车辆加速度（ｍ／ｓ２ ）；
r为车辆绕质心的横摆角速度（ ｒａｄ／ｓ）；
l ｆ， lｒ 为前（后）轴至质心的水平距离（ｍ）；
C ｆ， C ｒ 为 前 （后 ） 轮 综 合 侧 偏 刚 度 系 数

（Ｎ／ｒａｄ）；
F ｆ， F ｒ 为前（后）轮所受的侧向力（Ｎ）；
βｆ， βｒ 为前（后）轮侧偏角（ ｒａｄ）；
β为质心处侧偏角（ ｒａｄ）；
δｆ 为前轮名义转角（ ｒａｄ）。
考虑车辆的几何关系，得到下列关系式：
前（后）轮侧偏角
　　　βｆ ＝βｆ －（vｓｉｎ β＋l ｆ r） ／vｃｏｓ β，

βr ＝（ lｒ r －vｓｉｎ β）／vｃｏｓ β （１）
前（后）轮所受的侧向力

　　　F ｆ ＝C ｆβｆ，
F ｒ ＝C ｒβｒ （２）

利用牛顿定律，
J痹r ＝F ｆ l f ｃｏｓ δf －F ｒ lｒ （３）
以惯性坐标系的原点为原点建立坐标系，其坐

标轴方向和体坐标系的坐标轴方向对齐。 以 珘ｄv／ｄt
表示相对导数，在该坐标系下可得到
　　　　　ｄv ／ｄt ＝珘ｄv ／ｄt ＋r×v ＝

珘ｄ（（vｃｏｓ β） i＋（ vｓｉｎ β） j） ／ｄt ＋
（ rk） ×（（ vｃｏｓ β） i＋（vｓｉｎ β） j） ＝
（aｃｏｓ β＋vｓｉｎ β· 痹β－ rvｓｉｎ β） i ＋
（aｓｉｎ β＋vｃｏｓ β· 痹β＋rvｃｏｓβ） j （４）

在车体的侧向方向可得

mv（ 痹β＋r） ｃｏｓ β＋m痹vｓｉｎ β＝F ｆ ｃｏｓ δｆ ＋F ｒ （５）
综合式（１）至式（５），得到

痹x ＝ vｃｏｓ （θ ＋β），
痹y ＝ vｓｉｎ （θ ＋β），
痹θ＝ r，
痹β＝C ｆ

m
δｆ

v ｃｏｓ β－v ｓｉｎ β＋l ｆ r
（ v ｃｏｓ β） ２ ｃｏｓ δｆ ＋

C ｒ
m
lｒ r －vｓｉｎ β
（v ｃｏｓ β） ２ －r －痹v ｓｉｎ β

v ｃｏｎ βｃｏｓ δｆ，

痹r ＝C ｆ l ｆ
J δｆ －vｓｉｎ β＋l ｆ r

vｃｏｓ β ｃｏｓ δｆ －
C ｒ lｒ
J

lｒ r －vｓｉｎ β
v ｃｏｓ β （６）

在假设 １ 的前提下，对式（６）近似简化。 以车
辆加速度和前轮名义转角为控制量，车辆的位置
（x， y）作为输出量，方程最终可以写成下面的形式。

X
· ＝

vｃｏｓ（θ ＋β）
cｓｉｎ（θ ＋β）

r
０

－C ｆ ＋C ｒ
mv β－C ｆ l ｆ －C ｒ l ｒ

mv２
r

－C ｆ l ｆ ＋C ｒ lｒ
J β－C ｆ l２ｆ －C ｒ l２ｒ

Jv r

＋

０
０
０
１
－β

v
０

u１ ＋

０
０
０
０
C ｆ
mv
C ｆ l ｆ
J

u２ ，

u１ ＝a， u２ ＝δｆ，
h１（X） ＝x， h２ （X） ＝y，
X＝（x y θ v βr） Ｔ，
g１（X） ＝（０ ０ ０ １ β／v ０） Ｔ，
g２（X） ＝（０ ０ ０ １ C ｆ ／mv C ｆ l ｆ ／J） Ｔ （７）

2　控制器设计
Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ Ｔｈｅｏｒｅｍ［１０］

非奇异的分布是完全可积

的，当且仅当它是对合的。
令 Δ＝ ｓｐａｎ ｛g１ （X）， g２ （X）｝。 v≠０ 时，Δ是

非奇异的。 如果分布对其中的向量内括号运算是封
闭的，则分布是对合的：

［g１ （X）， g２ （X）］ ＝
［抄g２ （X） ／抄X］g１ （X） －
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［抄g２ （X） ／抄X］g１ （X） ＝０∈Δ，
故 Δ是对合的。 从而存在

［抄矱i（X） ／抄X］g j（X） ＝０，
（ i ＝１， ２， ３， ４， j ＝１， ２） （８）

容易验证，系统的相对阶数是（２， ２）。 选择下
列坐标：

z１ ＝矱１ （X） ＝x，
z２ ＝痹x ＝ vｃｏｓ （β＋θ），
z３ ＝矱２ （X） ＝y，
z４ ＝痹y ＝ vｓｉｎ （β＋θ），
z５ ＝矱３ （X） ＝θ，
z６ ＝矱４ （X） ＝βv －Jr／ml ｆ （９）
进行坐标代换，从系统模型得到
痹z１ ＝ z２，
痹z２ ＝ f１ （X） ＋g１１ （X）a ＋g１２ （X）δｆ，
痹z３ ＝ z４，
痹z４ ＝ f２ （X） ＋g２１ （X）a ＋g２２ （X）δｆ，
痹z５ ＝f３ （X），
痹z６ ＝f４ （X） （１０）

其中

f１ （X） ＝ｓｉｎ （β＋θ）［β（C ｆ ＋C ｒ） ／m ＋
r（C ｆ l ｆ －C ｒ l ｒ） ／mv］，

f２ （X） ＝－ｃｏｓ （β＋θ）［β（C ｆ ＋C ｒ） ／m ＋
r（C ｆ l ｆ －C ｒ l ｒ） ／mv］，

f３ （X） ＝ r，
f４ （X） ＝C ｒ（ l ｆ ＋lｒ）（ l ｒ r －βv） ／ml ｆ v －vr，

g１１ （X） ＝ｃｏｓ （β＋θ） ＋βｓｉｎ （β＋θ），
g１２ （X） ＝C ｆ ｓｉｎ （β＋θ） ／m，
g２１ （X） ＝ ｓｉｎ （β＋θ） －βｃｏｓ （β＋θ），
g２２ （X） ＝C ｆ ｃｏｓ （β＋θ）／m （１１）
令 G ＝ g１１ g１２

g２１ g２２
，由于 ｄｅｔ （G） ＝C ｆ ／m，利用

状态反馈线性化，得到
痹z１ ＝ z２，
痹z２ ＝ v１，
痹z３ ＝ z４，
痹z４ ＝ v２，
痹z５ ＝ f３ （X），
痹z６ ＝ f４ （X） （１２）

其中

　 a
δf

＝ g１１ （X） g１２ （X）
g２１ （X） g２２ （X）

－１ v１ －f１ （X）
v２ －f２ （X） （１３）

经过上述反馈线性化处理，问题转化为线性模

型跟踪光滑轨迹（xｄ（ t）， yｄ （ t））。 从光滑轨迹可以
构造出线性系统的零点状态 （ xｄ （ t），痹xｄ （ t），ẍｄ （ t），
yｄ（ t），痹yｄ（ t），ÿｄ（ t））。 为了保证系统在零点渐近稳
定，利用成熟的线性系统控制方法设计控制律：

v１ ＝̈xｄ － １（ z２ １ （痹xｄ） － ０ （ z２ １ （xｄ），
v２ ＝̈yｄ －γ１（ z２ ２ －痹yｄ） －γ０ （ z１ ２ －yｄ） （１４）

其中

H１ （ s） ＝ s２ ＋ １ s ＋ ０ ，
H２ （ s） ＝ s２ ＋γ１ s ＋γ０ （１５）

式（１４）是 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式，方程右边的第一项 ẍｄ， ÿｄ

是前馈项，而后边若干项是误差反馈项，主要用于修
正零点误差。
3　控制器实现

在工程实践过程中还需要考虑两个问题。 首先
如何获取系统状态，这是控制器实现的前提；其次是
控制器输出限幅问题。 控制算法建立在状态反馈线
性化的基础上，控制输入的大小与系统状态息息相
关。 对于部分系统状态，可以通过传感器进行直接
测量。 目前，红旗车车载的组合惯导系统能够实时
提供准确的位置、速度和角速度等信息，三轴硅微加
速度计可以实时测量车辆的加速度。 但是，车辆的
侧滑角却无法直接测量，为此引入观测器对侧滑角
进行观测

［１１， １２］ 。 为了简化问题，考虑车辆近似匀速
行驶的情况下（纵向加速度较小），将前轮名义转角
为控制量，横摆角速度和侧滑角为状态量，横摆角速
度作为系统输出，则系统状态空间模型为

痹β
痹r ＝

－Cｆ ＋Cｒ
mv － Cｆ lｆ －Cｒ lｒ

mv２
＋１

－Cｆ lｆ －Cｒ lｒ
J －Cｆ l２ｆ ＋Cｒ l２ｒ

Jv

β
r

＋
Cｆ
mv
C ｆ l ｆ
J

δｆ，

y ＝r （１６）
构造观测器

痹β
痹r ＝

－C ｆ ＋C ｒ
mv － C ｆ l ｆ －C ｒ lｒ

mv２ ＋１

－C ｆ l ｆ －C ｒ lｒ
J －C ｆ l２ｆ ＋C ｒ l２ｒ

Jv

β^
r^

＋

C ｆ
mv
C ｆ l ｆ
J

δｆ ＋ K１

K２
（ r －^r） （１７）
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通过选择 K１ 和 K２，使得
－C ｆ ＋C ｒ

mv －C ｆ l ｆ －C ｒ lｒ
mv２

－１ －K１

－C ｆ l ｆ －C ｒ lｒ
J －C ｆ l２ｆ ＋C ｒ l２ｒ

Jv －K２

（１８）

的特征值分布在左半平面，并且观测器的收敛速度
要求大于一定值。

从工程实践中需要对控制器输出量限幅。 第
一，执行机构的物理限制可能导致部分控制量无法
实现。 比如前轮转向机构，红旗车的前轮转角 δｆ 范

围在（ －３０°， ＋３０°）之间。 第二，控制器的设计基
于一定的模型假设，当前轮转角和加速度的控制量
比较大时，先验假设不再成立。 因而从安全角度考
虑，必须对系统的控制输出量进行限幅。
4　轨迹跟踪器跟踪能力分析

针对高速公路上的普遍情况，车辆行为一般可
以分为三类：跟踪道路指示线的车道保持；从匝道
（进出高速公路的辅助车道）进入主车道或者退出
主车道的换道；超车过程的换道。 后两者的区别在
于，从初始点（ x０ ， y０ ， θ０ ）到目标点（ x ｆ， y ｆ， θｆ ），从
匝道进入主车道或者退出主车道时 θ０ ≠θｆ；而超车
过程的换道 θ０ ＝θｆ。 由于他们的初始和截止条件不
同，在轨迹设计上存在着差异。

下面针对超车过程的换道，仿真研究轨迹跟踪
器的跟踪能力，并比较各种汽车参数下余弦轨迹的
跟踪效果。 余弦轨迹具有计算简便、构造灵活的优
点

［１３］ ，如图 ２ 所示。

图 2　余弦曲线过渡
Fig．2　Cosine curve for road switch

车道距离为 d，换道过程持续时间是 T，则参考
轨迹为：

x（ t） ＝ v０ t， y（ t） ＝d（１ －ｃｏｓ （ t／T）） ／２，
０≤t≤T；

x（ t） ＝ v０ t， y（ t） ＝d， T≤t （１９）
参数选择：
初始状态参数 x０ ＝０， y０ ＝０， v０ ＝２０ ｍ／ｓ，

θ０ ＝０；
几何参数　T ＝１．５ ｓ， d ＝３．７５ ｍ；
控制 器 参数 　 １ ＝ ０．２６， ０ ＝ ０．０２４，

γ１ ＝４４１，γ０ ＝１６ ４４０；
车辆名义物理参数 m０ ＝ １ ９６９ ｋｇ， J０ ＝

８ ０００ ｋｇ· ｍ２ ， C ｒ０ ＝C ｆ０ ＝３ ×１０５ Ｎ／ｒａｄ， lｒ０ ＝１ ｍ，
l ｆ０ ＝１．９９ ｍ。

控制器参数中关键在于侧向控制器参数［γ０ ，
γ１ ］的选择。 因为换道过程有严格的时间限制，如
果过渡时间太长，则失去了实际工程意义。 另外，为
了避免纵向加速度控制对侧向控制的影响，纵向控
制器参数选择的值较小，从而在轨迹跟踪过程中减
小控制系统对纵向控制的依赖。
4．1　算法可行性的仿真验证

基于 ＭＡＴＬＡＢ 的 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 工具箱的仿真实验
在车辆名义物理参数下完成。 仿真结果见图 ３，控
制算法能够完成余弦过渡曲线的轨迹跟踪，并且各
个控制参数变化情况与文献［１３］中的真实实验数
据相吻合，同时仿真反映出余弦过渡轨迹存在的问
题，初始和结束的衔接处二阶导数不连续会造成控
制量剧烈变化（见图 ４），工程实践中，文献［１３］采
用样条曲线对过渡轨迹光滑的解决方法。

图 3　跟踪轨迹和跟踪侧向误差
Fig．3　Trajectory tracking and lateral

error of tracking

4．2　算法鲁棒性的仿真试验
在车辆运行过程中，车辆物理参数是在动态
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图 4　余弦轨迹跟踪过程
Fig．4　Simulation results of cosine curve tracking

变化的，转动惯量会随着车辆载荷分布的变化而
变化，尤其是车辆轮胎的综合侧偏刚度系数，它受
到车辆载荷、路面状况（材质、干燥程度）等众多因
素的影响。 因而，控制器设计过程中使用的车辆
物理参数与真实值之间存在着不可避免的差异。
为了表示这种差异，在仿真过程中使用两套参数：
车辆模型使用的是车辆真实物理参数（m， J， C ｒ，
C ｆ， lｒ， l ｆ），控制算法中使用车辆名义物理参数
（m０ ， J０ ， C ｒ０ ， C ｆ０ ， lｒ０ ， l ｆ０ ）。 在车辆名义物理参数
的基础上加入一定范围的扰动项，从而得到车辆
真实物理参数。

m ＝m０ ＋Δｍ ｒａｎｄ （ －０．５， ０．５），
J ＝J０ ＋ΔＪ ｒａｎｄ （ －０．５， ０．５），
C ｆ ＝C ｆ０ ＋ΔC ｆ ｒａｎｄ （ －０．５， ０．５），
Ｃ ｒ ＝C ｒ０ ＋ΔC ｒ ｒａｎｄ （ －０．５， ０．５），
l ｆ ＝ l ｆ０ ＋Δl ｆｒａｎｄ （ －０．５， ０．５），
lｒ ＝（ l ｆ０ ＋lｒ０ ） －l ｆ （２０）

其中 ｒａｎｄ （ －０．５， ０．５）是在区间（ －０．５， ０．５）上
均匀随机分布的随机数。

从各组参数的仿真结果（见表 １）可以得出结
论，算法具有较强的鲁棒性，能够克服参数扰动对控

制性能的影响。
表 1　车辆仿真物理参数

Table 1　Vehicle physical parameters used in simulation

C ｆ（ ×１０ ５ ）
／Ｎ· ｒａｄ －１

C ｒ（ ×１０ ５ ）
／Ｎ· ｒａｄ －１ m／ｋｇ J／ｋｇ· ｍ２ l ｆ ／ｍ lｒ ／ｍ

Δ １．０００ ０ １．０００ ０ ５００．０ ２ ０００．０ ０．６００ ０ ０．６００ ０
１ ２．４５７ ７ ３．４０２ ５ ２ ０６２．６ ６ ５１５．０ １．５７０ ４ １．４１９ ６
２ ２．７３５ ４ ３．７４５ ０ ２ ０４１．２ ６ ９３８．７ １．４８９ ５ １．５００ ５
３ ２．３５７ ０ ３．５７１ ７ １ ９２４．０ ７ ４６０．１ １．５５８ ０ １．４３２ ０
４ ２．４５６ ０ ３．６２２ ３ １ ９１１．０ ６ ９３９．９ １．６２０ ０ １．３７０ ０
５ ２．５９１ ７ ３．３５６ ３ ２ ０５３．８ ７ １２８．８ １．３８０ １ １．６０９ ９
６ ２．３５３ ６ ３．５５３ ６ ２ ００１．５ ６ ８７０．５ １．５１２ ５ １．４７７ ５

4．3　添加观测器前后的对比试验
把 m０ ＝１ ９６９ ｋｇ， J０ ＝８ ０００ ｋｇ· ｍ２， C ｒ０ ＝C ｆ０

＝３ ×１０５ Ｎ／ｒａｄ， lｒ０ ＝１ ｍ， l ｆ０ ＝１．９９ ｍ 代入式
（１８），得到

－１５．２３６ ２ －０．８０６ ４ －K１

２１．７８５７ －９．５８９ ５ －K２
。

通过选择参数（K１， K２ ）将特征值配置到 －４０
和 －１６０ 附近。 当 K１ ＝１６６， K２ ＝１７６ 时，准确特征
值为 －４０．２３７ ５ 和 －１６０．５８８ １。 车辆模型参数取
值如下：C ｆ ＝２．７２５ ×１０５ Ｎ／ｒａｄ， C ｒ ＝３．３６５ ６ ×
１０５ Ｎ／ｒａｄ， m ＝１ ９９５ ｋｇ， J ＝６ ９８６ ｋｇ · ｍ２ ， l ｆ ＝
１．６０７ ４ ｍ， lｒ ＝１．３８２ ６ ｍ。 仿真过程发现，当观测
器观测值与真实值之间存在初始偏差时，观测值能
够很快收敛到真实值，见图 ５。 但是在收敛过程中，

图 5　观测器观测结果 Fig．5　Results of observer
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如果采用观测值计算控制量则会造成系统的不稳定，
主要原因是控制器输出饱和环节引入的，同时与观测
器的增益选择有一定关系。 为了克服这个问题，可以
采用多控制器的结构。 系统工作初期使用简单控制
器，比如基于运动学模型的轨迹跟踪器，待观测器的
观测值收敛到系统真实状态时再进行控制器切换。
5　结语

针对汽车运动学模型，详细讨论了如何利用
反馈线性化设计轨迹跟踪器，并给出了车辆跟踪
余弦过渡曲线的仿真结果。 该方法拓宽了传统轨
迹跟踪器的设计思路，为工程实践中的控制器改
进提供了理论基础。 然而，应用该方法解决实际
问题，还有一些问题亟待改善，主要有两点：第一，
反馈线性化依赖模型的准确性以及状态估计的可

靠性，模型往往存在着误差、状态估计容易受到观
测噪声的干扰，控制器实现过程中需要降低这些
因素对控制器性能的影响；第二，大量工程实践表
明，预瞄在高速自主车的轨迹跟踪中起着举足轻
重的作用，将预瞄与反馈线性化方法相结合是下
一步系统设计的一个方向。
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