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［摘要］ 　在工程数值计算 、X射线衍射线形分析 、光谱学等领域常使用高斯数值积分 ，高斯积分的节点及权重
因子是数值积分的必须数据 。研究了高次勒让德 、拉盖尔和厄米多项式的零点 ，即高斯 －勒让德 、高斯 － 拉
盖尔 、高斯 －厄米积分的节点的计算方法 ，给出了一种有效的高精度数值算法 ———搜索迭代方法（scan唱iteration
method ，SIM） 。根据勒让德 、拉盖尔 、厄米多项式的特点 ，对拉盖尔多项式 、厄米多项式的定义稍做变化后 ，获
得了计算多项式值的稳定递推关系 。求它们的根时 ，先在一定范围内以一定的步长搜索根所在的区间 ，获得
所有根的各自区间范围后 ，再通过常用的迭代方法如割线法 、二分法进行求解 。数值实验表明 ，这种方法是
非常有效的 ，可获得高次勒让德 、拉盖尔 、厄米多项式的全部高精度根值 。
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1 　前言
　 　高斯数值积分是一种有效的高精度数值计算方
法 。在工程数值计算 、固体物理学 、光电子学等领域
常用来对难以获得解析解的积分进行数值计算 。例
如 ，在工程电磁场计算中常用的贝塞尔函数［１］ ，如果
采用其级数解来计算 ，需考虑很复杂的递推稳定性
问题 ；反之 ，若从它的积分形式出发来计算 ，采用数
个节点的高斯积分 ，即可获得满意的数值精度 。 在
X射线衍射中的线形分析和光谱学中 ，Voigt 函数能
较好地描述 X射线衍射峰和光谱峰的线形 ，但该函
数没有解析的积分解 ；固体物理学中热容表达式中
的德拜函数也无解析的积分解 。用高斯数值积分则
可方便地计算这些积分 。

n个节点数值积分可表示为

∫
b

a
ρ（ x） f（ x）d x ≈ ∑

n

i ＝ １
wi f（ xi ） （１）

式中 ρ（ x）是在积分区间（ a ， b）上的正权重函数 ，xi
和 wi是与函数 f（ x）无关的节点和权重因子 。 合理

地选择不同的节点 x１ ， x２ ， … ， xn ，使数值积分公

式（１）对次数 ≤ ２ n － １的多项式精确成立 ，即为高斯
积分公式 ，它的代数精度为 ２ n － １ 。 在所有的 n 个
节点积分公式中 ，高斯积分有最高的代数精度 。

可以证明 ，积分公式（１）为高斯积分的充要条件
是积分节点为正交多项式的根

［２］ 。不同的高斯积分
公式如高斯 －勒让德 、高斯 － 拉盖尔 、高斯 － 厄米 、
高斯 －切比雪夫积分的积分区间和正权重函数不
同

［３］ 。高斯 －勒让德 、高斯 － 拉盖尔 、高斯 － 厄米 、
高斯 －切比雪夫的正权重函数和积分区间分别为 １

和［ － １ ，１］ ，e － x
和［０ ，∞ ） ，e － x２

和 （ － ∞ ，＋ ∞ ） ，（１ －
x２ ） － １桙２

和［ － １ ，１］ 。
很多文献可以查到高斯积分公式的节点 xi 和

权重因子 wi 值
［４ ～ ６］ 。 对于非振荡的被积函数 ，只需

要用数个节点来计算 ，便可获得良好的积分精度 ，更
高的精度可用更高次的公式来获得 。现能查到的高
斯 －勒让德 、高斯 －拉盖尔 、高斯 －厄米积分的最高
次节点和权重因子分别为 ９６ ，１５和 ２０［４］ 。

为了获得更精确的积分值 ，需要有更高次的积
分节点和权重因子 。 由于计算机的精度有限 ，其舍
入误差往往会在多项式的次数很高或自变量很大的
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情况下 ，给多项式值的计算带来很大误差 ，导致高阶
积分节点及权重因子的计算很困难

［７］ 。计算正交多
项式的节点可以用牛顿法或魏尔斯特拉斯法

［８］ ，但
计算表明 ，对于高阶正交多项式 ，要获得全部的根很

困难 。 G畅 V畅 Milovanovic＇等给出了一个计算正交多
项式根的算法

［９］ ，但需给出足够精确的初始值 。 对
于 n → ∞的勒让德正交多项式 Pn （ x） ，也可用渐进

展开以获得其零点 ，Pn （ x）的第 k 个零点渐进展开
通常有两类 ，第一类展开需用到贝塞尔函数 J０ （ x）
的第 k个根 ，第二类则包含了三角函数［１０］ 。数值实
验表明 ，对于给定的 n ，这些近似展开的精度在很大
程度上依赖于 k 的取值范围（１ ≤ k ≤ ［ n桙２］） 。 F ．
G ．Lether 等发展了勒让德多项式 Pn （ x）的第 n 个
正零点的极小化最大三角近似

［１０］ ，可获得 n ≥ ２ 时
４畅２个有效位数 ，用于估计勒让德多项式根的初始
值 ，以便迭代求解 。 P畅 N畅 Swarztrauber 比较了计算
高斯 －勒让德积分的节点和权重因子的三种方法 ：
本征值方法 ，Yakimiw 方法和 Fourier唱Newton 法［１１］ 。
本征值方法的节点和权重误差随 n的增长分别为 O
（ n）和 O（ n２ ） ；Yakimiw方法的节点和权重误差则为
O（１） ，逐点相关误差是一致的 ，即使在积分端点处
节点趋近于 ０时 ，所有权重 r 仍具有相同的有效位
数 ，但在 x ＝ ± １ 处 ，由于机器精度的原因 ，高斯 －
勒让德节点的二次群聚使得根产生合并甚至交换 ；
Fourier唱Newton法基于直接计算变换点 θi ＝ arccos xi ，
不发生群聚 。 E畅 Babolian 等把积分限 a ，b 看作两
个变量 ，以获得较精确的单项式 f（ x） ＝ xj的高斯积
分公式

［１２］ 。然而 ，此方法的应用范围很有限 。
为了获得高次勒让德多项式 、拉盖尔多项式和

厄米多项式的根 ，以用于高斯积分 ，笔者也尝试了数
值方法中的多种非线性求根方法 ，如二分法 、割线
法 、抛物线法（穆勒法） 、x ＝ g（ x）的简单迭代法 、牛
顿法 、牛顿下山法 、林士谔 － 赵访熊法（劈因子法） ，
这些方法在求解高次正交多项式时 ，都存在如下问
题 ：无法找到全部根 ，迭代精度进行到一定程度便无
法进行迭代 ，不能获得所需的迭代精度 ，或者迭代过
程无法收敛 。

笔者提出了高精度高次勒让德 、拉盖尔和厄米
多项式的一种求根方法 ：先在不影响它们的根的情
况下 ，对其定义稍作变化 ，然后在一定范围内尝试以
不同步长来搜索其全部根所在的区间范围 ，再以常
用的根迭代办法来求根 。实验表明这种方法 ———笔
者称作搜索迭代法（SIM ，scan唱iteration method）是非

常有效的 ，能正确获得高次正交多项式的全部根 ，计
算速度很快 ，精度高 。

2 　高次多项式的计算
2畅1 　勒让德多项式

勒让德多项式定义为

P０ ≡ １

Pn（ x） ＝ １
２ n n ！

d n

d xn （ x
２ － １） n （２）

式中 － １ ≤ x ≤ １ 。
勒让德多项式有递推关系 ：

Pn（ x） ＝ ２ n － １
n xPn － １ （ x） － n － １

n Pn － ２（ x） （３）

　 　假设仅在第 １和第 ２个计算步骤中存在舍入误
差 ，由于该误差传播的影响 ，Pn （ x） ，Pn － １ （ x） ，Pn － ２

（ x）分别变为 珘Pn （ x） ，珘Pn － １ （ x） ，珘Pn － ２ （ x） ，满足公式

（３） 。让 εn ＝ Pn （ z） － 珘Pn（ z） ，则可得到方程

εn － bn xεn － １ ＋ cnεn － ２ ＝ ０ （４）

式中 bn ＝ （２ n － １）桙n ， cn ＝ － （ n － １）桙n 。 称式（４）

为式（３）的误差方程 。
当 n很大时 ，bn → ２ ， cn → １ ，式（４）近似为

εn － ２ xεn － １ ＋ εn － ２ ＝ ０ （５）

式（５）为线性齐次差分方程 ，其特征方程为
r２ － ２ xr ＋ １ ＝ ０ （６）

式（６）的根为 r１ ＝ x ＋ i （１ － x２ ）１桙２ ， r２ ＝ x － i （１ －

x２ ）１桙２ 。
此处 i为虚数单位 。 ｜ r１ ｜ ＝ １ ， ｜ r２ ｜ ＝ １ 。 根据

递推稳定性定理
［１］ ，可知递推关系式（３）是稳定的 。

由 P０ ＝ １ ，P１ ＝ x 和式（３） ，勒让德多项式的值能在

可控的误差下做向前递推计算 。
高斯 －勒让德积分的权重因子为

wi ＝ ２
（１ － x２i ）（ P′n （ xi）） （７）

式中 P′n （ x）是勒让德多项式 Pn 的导数 ，其计算式为

P′n （ x） ＝ （ nPn － １ （ x） － nxPn（ x））桙（１ － x２ ） （８）

2畅2 　拉盖尔多项式
在大多数文献中 ，拉盖尔多项式定义为

Ln（ x） ＝ e x d n

d xn （e
－ x xn ） ＝ n ！∑

n

k ＝ ０

（ － １） k n ！xk

（ k ！）２（ n － k） ！

（９）
式中 x ∈ ［０ ，∞ ） 。可以看到 Ln （ x） ∝ （ n ！）２ ，它的值

随着 n值的增加迅速增大 ，致使计算机发生计算溢
出错误 。现在看一个具体算例 ，拉盖尔多项式的系
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数 ak 可由如下递推关系计算 ：

ak＋ １ ＝ － n － k
（ k ＋ １）２ ak（ n － k ≤ （ k ＋ １）２ ）

ak ＝ － （ k ＋ １）２

n － k ak＋ １ （ n － k ＞ （ k ＋ １）２ ）

a０ ＝ n ！

an ＝ （ － １） n

（１０）

计算得 ak（ k ＝ ０ ， … ， n） ，xk ，把所有的 ak × xk
的值

相加 ，记为算法 １ ；再用较精确的算法（记为算法 ２）
来计算拉盖尔多项式

［６］ ：

Ln（ x） ＝ ∧
n

k ＝ ０
a０ １ － n － k

（ k ＋ １）２ x ＝

a０ １ － n
１２ x １ － n － １

２２ x １ － n － ２
３２ x（１ － … ）

（１１）
　 　表 １列出了幂次为５ ，１００的拉盖尔多项式用双
精度（其大小为 １０字节 ，数值范围为 ３畅６ × １０ － ４ ９５１ ～
１畅１ × １０４ ９３２ ，有效小数点为 ９ ～ ２０位）的计算结果 。

从表 １可以看到 ，对于 L５ （ x） ，算法 １ 和算法 ２

给出了一致的计算结果 。而对于 L１００ （ x） ，在小变量

　 　 　 　 　 　 　 　表 1 　两种算法计算 L100（ x） 和 dL5 （ x）的结果比较
Table 1 　 Comparison of computational results between L100（ x） and L5 （ x） obtained by two algorithms

x
L５（ x） L１００（ x）

算法 １ 算法 ２ 算法 １ 算法 ２

０畅１ ６５畅８０２ ４９ ６５畅８０２ ４９ ９畅２８７ ８３９ ７７３ ５７１ ３４ × １０１５７ ２畅２７５ ７５８ ２５８ ６８５ １２ × １０１５７

１ － ５６ － ５６ － ２畅４３２ ２８０ ２０２ ５０１ ３４ × １０１６４ ２畅５２６ ０２２ ６０７ ７０２ ７７ × １０１５７

１０ ４ １２０ ４ １２０ － ４畅０２５ ７２８ ８４１ １２８ １７ × １０１７２ ２畅１１７ ３７６ ９６８ ８９４ １７ × １０１６５

１００ － ７ ６９４ ０５９ ８８０ － ７ ６９４ ０５９ ８８０ － ２畅６２９ ０５９ ７７３ ４９７ １ × １０２０８ １畅２３８ ０１２ ２３７ ２５４ ７３ × １０２０８

x ＝ ０畅１时尚给出相同数量级的计算结果 ，而当 x ＝
１ ，１０ ，１００时 ，两种计算结果的差别是巨大的 ，连符
号都相反 ，因此计算结果不可信 。

式（９）定义的拉盖尔多项式的递推关系为
Ln ＋ １ （ x） ＝ （２ n ＋ １ － x） Ln（ x） － n２ Ln － １ （ x）

（１２）
此递推关系是不稳定的 。如果采用式（１２）来计算拉
盖尔多项式 Ln （ x） ，舍入误差将会随着递推的进行
而不断被放大 ，致使难以获得多项式的精确值 。

笔者要获得的是拉盖尔多项式的根 ，为此可对
拉盖尔多项式稍做修改 ，将拉盖尔多项式定义为

ln（ x） ＝
Ln （ x）
n ！n ！ （１３）

方程（１３）与方程（９）有相同的根 ，但它的值不再正比
于（ n ！）２ 。相应地 ，式（１３）的递推关系为

ln（ x） ＝ ２ n － １ － x
n２ ln － １ （ x） － １

n２ ln － ２（ x） （１４）

式（１４）的误差方程为

εn － ２ n － １ － x
n２ εn － １ ＋ n － １

n２ εn － ２ ＝ ０ （１５）

　 　 当 n 是很大的自变量时 ，对于一定的 x 值 ，式
（１５）变为

εn（ x） → ０ （１６）
这表明向前递推关系式（１４）是稳定的 。由

l０ （ x） ＝ １

l１ （ x） ＝ １ － x
（１７）

则能在可控制的误差下由递推关系式（１４）来计算拉
盖尔多项式 ln（ x） 。

高斯 －拉盖尔的积分重因子计算式为

wi ＝ １
xi n ！２ ［ l′n （ xi）］２ （１８）

2畅3 　厄米多项式
厄米多项式定义为

Hn（ x） ＝ （ － １） n e x２ d n

d xn （e
－ x２ ） ＝

n ！∑
［ n桙２］

k ＝ ０

（ － １） k xk

k ！（ n － ２ k） ！（２ x）
n － ２ k （１９）

式中 x ∈ （ － ∞ ，＋ ∞ ） ；

［ n桙２］ ＝
n桙２ ， n为偶数
（ n － １）桙２ ， n为奇数

其关系为 Hn （ x） ＝ （ － １） nH（ x） 。

如果 xi 是 Hn（ x）的根 ，－ xi 也是它的根 。 当求

方程（１９）的根时 ，可以先在区间［０ ，＋ ∞ ）上求解
［ n桙２］个根 ，然后借此关系获得它所有的根 。

厄米多项式（１９）的递推关系为
Hn ＋ １ （ x） ＝ ２ xHn（ x） － ２ nHn － １ （ x） （２０）

　 　从式（１９）可以看出 ，厄米多项式的值正比于 n ！，这
使得在计算它的值时容易发生计算溢出 。为了避免计
算溢出 ，把厄米多项式的定义稍做变换 ，记为 hn ，

hn（ x） ＝ １
２ n n ！

Hn （ x） （２１）
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由式（２０） 、式（２１）可得 hn 的递推关系为

hn ＋ １ （ x） ＝ x
n ＋ １ hn（ x） － １

２（ n ＋ １） hn － １ （ x）

（２２）
Hn 和 hn 具有相同的根 。方程（２２）的误差方程为

εn ＋ １ － x
n ＋ １ εn ＋ １

２（ n ＋ １） εn － １ ＝ ０ （２３）

当 n值很大时 ，方程（２３）变为
εn ＋ １ → ０ （２４）

这表明式（２２）向前递推计算是稳定的 。根据式（２２） ，得
h０ （ x） ＝ １

h１ （ x） ＝ x
（２５）

可在可控误差下计算 ln（ x）的值 。

高斯 －厄米积分权重因子的计算式为

wi ＝ ２ π
２ n n ！［ h′n （ xi ）］２ （２６）

3 　由搜索迭代法求高次多项式的根
　 　现在来讨论上述多项式的一种求根方法 。用此
种方法可以很容易获得高精度的高次勒让德 、拉盖
尔和厄米多项式的根 。

上述 n次正交多项式在其定义区间有 n 个互
异的根 。 n 次勒让德多项式和厄米多项式分别在
（０ ，１）和（０ ，＋ ∞ ）区间有［ n桙２］个根 xi ，剩余的根则
为 － xi（ i ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，［ n桙２］）和 ０（当 n是奇数时） ；

n阶拉盖尔多项式则在（０ ，＋ ∞ ）区间有 n 个根 。
对于任一有限值 n ，这些多项式的根都在一有限的
范围内 。例如当 n ＝ １０ ，１００ ，１ ０００时 ，拉盖尔多项式
的根全部分别位于 （０畅１ ，３０） 、（０畅０１ ，３７４畅９９）和
（０畅００１ ，３ ９４３畅２４８）区间 ，厄米多项式的根则全部分
别位于（０畅３ ，３畅５） 、（０畅１ ，１３畅５）和（０畅０３ ，４４畅２１）区间 。

另外 ，对于任何根 xi 而言 ，多项式的值在根两

侧 x ，y（ x ＜ xi ＜ y）处的正负号相反 。

根据多项式的这些特点 ，对 n 次数多项式 ，可
以在一定的区间范围（０ ，R）确定出［ n桙２］个根所在
的区间范围（ rx ，i ， ry ，i）（ i ＝ ０ ，１ ，２ ， … ，［ n桙２］ ，对于

拉盖尔多项式 ，［ n桙２］应为 n） 。 由于高次多项式的
根很多 ，用多项式曲线来确定各个根的区间的方法
不实用 ，因此采用了自动搜索方法 ，如图 １ 所示（图
中“RootNo”用于存储根数目 ，“MaxNo”用于存储程序
所允许的最大搜索次数 ，“ P（ xj）”表示变量为“ xj ”的
多项式的值 ，“Sign（ P（ xj ））”表示 P（ xj ）的符号 。 对

于勒让德多项式 ，即 R ≡ １） 。 先假设一个相对较小

的范围 R和搜索步进 S进行搜索 。 如果［ n桙２］个根
区间（ rx ，i ，ry ，i ）（ i ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，［ n桙２］）被搜索到 ，则

搜索停止 ；否则再减小步进 S重新进行搜索 。 如此
反复 ，直到［ n桙２］个根区间全部搜索到或者搜索次数
｛ R桙S｝大于最大的允许搜索次数（｛ R桙S｝表示取 R桙S
值的整数部分）时停止搜索 。

图 1 　搜索根区间流程图
Fig畅1 　 Flow diagram of searching root

可以看出 ，只要设定的（０ ，R）区间范围包含了
所有 n次正交多项式的根 ，则只需步进 S的值足够
小 ，根的区间总可以被全部找到 。

找到多项式的［ n桙２］或 n 个根区间后 ，再用通
常的迭代方法如割线法 、牛顿法 、二分法进行求解所
需精度的根 。笔者称这种求根方法为搜索迭代求求
解法（SIM） 。

以下讨论以 SIM方法求解正高精度正交多项式
的根中出现的问题 。

割线迭代法的格式为
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xk＋ １ ＝ xk －
xk － xk－ １

f（ xk） － f（ xk－ １ ） f（ xk） （２７）

　 　在多项式求根迭代过程中 ，当迭代进行到一定
程度后 ，会出现 f（ xk） ≈ f（ xk － １ ）的情况 ，此时 f（ xk ）

－ f（ xk － １ ） → ０ ，容易导致计算机的计算溢出 ，迭代过

程无法进行 。此时 ，可尝试用牛顿迭代法以避免出
现此种情形 ，即

xk＋ １ ＝ xk －
f（ xk）
f′（ xk） （２８）

可以看到 ，式（２８）中 xk 的收敛由 f（ xk）桙 f′（ xk）决定 ，

当 xk 达到某一精度时 ，由于有 f （ xk ）桙 f′（ xk ） ≈

f（ xk ＋ １ ）桙 f′（ xk ＋ １ ）的近似关系 ，迭代收敛速度将显著

下降 。这种情况在求拉盖尔多项式的根时常出现 。
例如对于求 l１ ０００的根时中间的一个迭代系列

0

：

x l１ ０００ （ x） l′１ ０００ （ x） l１ ０００ （ x）桙 l′１ ０００ （ x）
０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４８ ５８ ０畅００８ ２７３ ２０８ ８８１ ９０８ ６２ － ０畅０４１ ５４６ ３３０ ８１６ ７２５ ４ － ５畅０２１ ７９１ ５９３ ７７６ ４５３ ５３
０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４８ ５９ ０畅００８ ２７３ ２０８ ８８１ ９０８ ６２ － ０畅０４１ ５４６ ３３０ ８１６ ７２１ ９ －

0

５畅０２１ ７９１ ５９３ ７７６ ０３０ ４８

　 　在这种情形下 ，要获得更高精度的根非常困难 。
此时 ，采用二分法（bisection method）可获得令人满意
的迭代精度 。用牛顿法和二分法来求解拉盖尔多项

式的根的一个比较例子见表 ２ 。 可以看出 ，在此情
形下 ，二分法的收敛速度显著快于牛顿法 。

表 2 　用牛顿法和二分法求 l1 000 （ x）的根时两种方法的比较
Table 2 　 Comparison of Newton and bisection method to extract roots of l1 000 （ x）

牛顿法

k xk ＋ １ xk xk ＋ １ － xk

５００ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４８ ５９ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５５０ ４５ － １畅８６８ ０８０ ３４３ １９２ ５２E － １

５ ０００ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５５０ ９９ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４９ ７７ １畅２１４ ７４０ １１４ ０５２ ７６E － １５

５０ ０００ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４７ ５９ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４７ ６９ － １畅０１６ ９８１ ６３７ ７９１ ４E － １６

二分法

k xk ＋ １ xk xk ＋ １ － xk

５ ０畅００１ ４５３ １２５ ０畅００１ ４６８ ７５ － １畅５６２ ５E － ５

５０ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４１ ５１ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４１ ５１ ４畅４４０ ５７０ ２２５ ９８０ ６７E － １９

６０ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４１ ５１ ０畅００１ ４４５ ０７４ ０６７ ５４１ ５１ － ６畅８８２ １４２ ６９６ ４４１ １９E － ２１

　 　如果 f′（ xk） → ０ ，可采用割线法迭代格式（２５）进

行迭代求根 ，以避免由于 f（ xk ）被 f′（ xk ）除而导致

的计算溢出 。
数值实验表明 ，用搜索 － 割线法迭代求解高斯

－勒让德 、高斯 －厄米积分的节点 、用搜索 －二分法
迭代求解的高斯 － 拉盖尔的积分节点 ，可获得满意
的迭代精度 。

基于以上搜索迭代算法 ，编写了一个计算程序
PolynominalRoot对勒让德多项式 、拉盖尔多项式 、厄
米多项式求根 。对于 n ＝ ８０和 ９６的勒让德多项式 、
n ＝ １２和 １５ 的拉盖尔多项式 、n ＝ ２０ 的厄米多项式
的求根和权重因子的结果与文献［４］给出的结果完
全一致 。只要给出正确的寻根范围 R ，计算的速度
也很快 。 例如 ，对于 n ＜ １００ 的多项式的求根 ，在
２ ３９２ MHz CPU 、２５６ M内存的 IBM计算机上求解时 ，

所需时间不超过 １ min ；n ＝ １ ０００时 ，设定勒让德多
项式 、拉盖尔多项式 、厄米多项式的根范围（０ ，R）为
（０ ，１） ，（０ ， ３ ９４４）和（０ ， ５０） ，迭代精度为 １０ － ２０ ，求
根所花费的时间 ＜ １０ min 。 这些结果表明 ，搜索迭
代求解算法是一种有效的正交多项式求根方法 。

4 　结语
　 　研究了高次勒让德多项式 、拉盖尔多项式和厄
米多项式的高精度根的数值求解方法 。先对拉盖尔
多项式 、厄米多项式的定义稍做变化后 ，获得了计算
多项式值的稳定递推关系 。 通过搜索 － 迭代算法 ，
先在一定的根范围内搜索到多项式所有的根区间 ，
再以常用的迭代求根方法如割线法 、二分法或牛顿
法等进行求解 ，可获得所需精度的根 。 在获得高精
度的正交多项式的根后 ，可给出高次高斯积分的积
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分节点和积分权重因子 。
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High唱precision Numerical Computation of High唱degree
Gauss唱quadrature Nodes

Zhang Qingli１ ，Wang Xiaomei２ ，Yin Shaotang１ ， Jiang Haihe３
（ 1 ． Anhui Institute of Optics and Fine Mechanics ， CAS ， Hefei 230031 ， China ；
2 ． Key Lab of Environment Optics and Technology of CAS ， Hefei 230031 ， China ；

3 ． Hefei Institute of Physical Sciences ， CAS ， Hefei 230031 ， China）

［Abstract］ 　 Gauss quadrature is used widely in many fields such as the engineering numerical computation ，X唱ray
diffraction profile analysis ，spectroscopy ，and so on ．The nodes and weight factors of Gauss唱quadrature are essential data
to the numerical integration ． A method to compute the zeroes of the high唱degree Legendre ， Laguerre and Hermite
polynomials ，which are the nodes of Gauss唱Legendre ，Gauss唱Laguerre and Gauss唱Hermite Quadrature ， respectively ， is
studied ，and a very efficient algorithm scan唱iteration method（SIM） is given ．According to the properties of Legendre ，
Laguerre and Hermite polynomials ， their definitions are modified a little ， and the stable recursive relations to compute
their value are obtained ． To extract these polynomials ， their root intervals are searched with a certain step within a
certain range ．After the intervals of all roots are obtained ， the roots with the desired precision can be gotten by the
general iteration methods such as secant or bisection method ． Numerical experiments indicate that the method is very
efficient and the high唱precise roots of Legendre ，Laguerre and Hermite polynomials can be extracted ．

［Key words］ 　 Gauss quadrature ；Legendre polynomial ；Laguerre polynomial ；Hermite polynomial ；extract roots
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