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摘要

新冠病毒肺炎疫情在过饱和城市轨道交通系统中传播风险较高，为降低交叉感染风险，同时缓解车站日
益严重的拥挤状况，本文提出了一种面向城市轨道交通客流控制与列车时刻表一体化的分布鲁棒优化方
法。具体地，考虑客流需求和随机客流场景发生概率的双重不确定性，以最小化列车运营时间、平均等待
人数和运营风险为目标，构建了基于“均值-CVaR”准则的分布鲁棒优化模型，并推导了其与传统两阶段
随机规划模型之间的关系。基于∞-范数非精确集，将该模型等价转化为计算可处理形式，并设计了一种
结合局部搜索规则和CPLEX的求解算法。最后，以实际运营数据为背景，通过一系列数值算例验证了所
提方法的有效性。
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1. 引言

城市轨道交通作为公共交通的“主动脉”，高峰时段

的客流需求远远超过运输能力（尤其在换乘站），导致列

车持续过载、站台拥挤情况日益严重[1]。同时，由于新

冠病毒肺炎疫情（COVID-19）的暴发，为降低交叉感染

概率，相关部门对人流密度和车厢满载率提出了更高的要

求，这给轨道交通客流组织带来了极大的挑战。随着社会

秩序逐步恢复，迫切需要采取切实有效的措施（如限制车

厢满载率、确保乘客之间的安全距离等），以保障居民安

全出行。

由于客流时空分布与列车时刻表密切相关，相关运营

部门通常从客流组织和列车运营组织方面分别对其进行调

控：①从客流组织方面，多采取高峰期限流措施。通过控

制单位时间内进站客流量以减少站台聚集人数，在降低交

叉感染风险的同时提高运营安全；②从列车运营组织方

面，主要通过缩短高峰期发车间隔以提高运力[2‒4]，进

而最大程度地减少乘客等待时间[5]。此外，对于部分换

乘站，在实际运营中换入人数远超站外到达人数。以北京

轨道交通西直门站为例（图 1），该现象在高峰时段尤为

明显。尽管如何应对客流拥挤已成为运营管理部门和诸多

学者关注的焦点问题[5‒9]，但既有研究较多关注站外到

达客流，忽略了换入客流对本线的影响。鉴于此，有必要

从城市轨道交通系统全局角度出发，从列车运营和乘客组

织的角度，分析车流和客流之间的耦合关系，并综合考虑

站外到达客流和换入客流，构建列车时刻表和客流控制一
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体化优化模型，实现列车运输能力的精准匹配，有效提升

运营服务水平。

在实际运营中，轨道交通客流需求具有较强的不确定

性。既有研究[10‒11]通常基于随机场景集刻画不确定客

流需求，并通过处理历史刷卡数据以提取场景相关的动态

客流数据。然而，随机客流场景的发生概率分布信息在实

际运营中难以获取[12‒13]。鉴于此，针对概率分布信息

部分已知的情形，本文提出了一种面向城市轨道交通客流

控制与列车时刻表一体化的分布鲁棒优化方法。具体地，

图2给出了鲁棒客流控制策略的生成过程，其中蓝色和红

色曲线分别表示两个场景中的动态客流需求，紫色曲线代

表鲁棒客流控制策略。

1.1. 文献综述

供需不匹配是城市轨道交通客流拥挤的主要原因，现

有研究主要从列车运营组织和客流组织方面分别进行调

控。具体地，在列车运营组织方面，主要通过优化列车时

刻表以匹配时空分布不均衡的客流需求，从而避免运输能

力不足或浪费；在客流组织方面，主要采用客流控制、差

别定价等措施对动态客流进行管控。此外，既有研究大多

借助随机优化、鲁棒优化和分布鲁棒优化方法解决不确定

信息下的优化问题。

1.1.1. 客流控制优化问题

在我国轨道交通运营中，如何应对客流拥挤已成为运

营管理部门和学者关注的焦点问题。在运输能力有限的条

件下，实施客流控制是保证乘客出行安全、提高运力-运

量匹配的最佳选择。相关研究可归纳为以下两类。

（1）基于优化方法的客流控制。基于数学优化方法，

诸多学者从车站、线路和网络三个层面分别对城市轨道交

通客流控制问题进行了一系列研究，优化目标通常为极小

化乘客等待时间。例如，Xu等[6]提出了一类面向城市轨

道交通车站的客流控制优化模型，并设计了遗传算法。进

一步，Xu等[8]针对城市轨道交通网络客流控制问题，以

站外允许进站人数和换乘人数为决策变量，构建了混合整

数线性规划（MILP）模型。Shi等[9]建立了以极小化乘客

等待时间为目标的城市轨道交通线路客流协同控制优化模

型，并提出了一种精细化客流控制策略，保证在给定的运

力范围内，最大程度地缓解站台乘客拥挤。Wang等[14]

以极小化乘客平均延误时间为目标，构建了一类整数规划

模型。Yuan等[15]针对城市轨道交通网络客流控制问题，

以极小化乘客总等待时间为目标建立了混合整数线性规划

模型，并通过CPLEX进行求解。Meng等[16]借助时空网

络建模方法，提出了城市轨道交通线路客流控制优化模

型，并设计了基于拉格朗日松弛的启发式搜索算法。

（2）基于仿真方法的客流控制。由于计算机仿真建模

能够可视化客流拥挤的发生及演变过程，一些学者借助该

方法对轨道交通车站内客流组织问题进行了研究。例如，

Hoogendoorn和Daamen [17]建立了微观行人动力学模型，

并基于此对大客流场景下里斯本地铁站的安全性进行了评

图1. 北京西直门站客流分布。

图2. 鲁棒客流控制策略示意图。
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估。为模拟高峰时段北京宣武门站的客流情况，Zhang等

[18]利用 Vissim 软件进行仿真建模。Seriani 和 Fernndez 

[19]研究了行人交通管理对乘客上下车时间的影响，并基

于实验结果制定了地铁车辆站台和车门处的行人交通管理

标准。Fei和Liu [20]利用Anylogic软件构建了客流组织仿

真模型，并根据仿真结果准确识别了拥挤站台。此外，

Jiang等[21]提出了一类基于Q-learning方法的客流控制与

列车跳站协同优化模型。

1.1.2. 列车时刻表优化问题

列车时刻表是城市轨道交通运输组织的基础，其编制

质量将直接影响轨道交通运营效率和服务水平。近年来，

列车时刻表优化问题受到了广泛关注，例如，为最大程度

地减少乘客等待时间，Niu和Zhou [4]为列车时刻表优化

问题建立了非线性规划模型，并设计了遗传算法。进一

步，Niu和Zhou考虑客流过饱和情况，为该问题提出了一

类混合整数非线性规划模型[22]。Li等[23]针对列车时刻

表优化问题，基于最小-最大公平性和α公平性准则建立

了混合整数规划模型，并设计了基于模拟退火的自适应大

邻域搜索算法。Yin等[24]针对列车能力无限制的列车时

刻表优化问题，提出了一类混合整数规划模型。Yang等

[25]建立了城市轨道交通网络末班车时刻表优化模型，并

采用基于拉格朗日松弛的启发式算法进行求解。Liu 等

[26]考虑城市轨道交通列车运营过程中面临的随机干扰，

以最小化能耗和最大化鲁棒性为目标构建了一类列车时刻

表优化模型。Huang等[27]为城市轨道交通列车运行调整

问题，构建了两类考虑不同恢复策略的混合整数非线性规

划模型，并结合大M方法对模型进行线性化重构。Tian和

Niu [28]考虑越行策略，提出了一类客流需求驱动的列车

时刻表优化模型，并设计了列生成算法。Mo等[29]针对

非对称客流分布下的列车时刻表优化问题，以最小化乘客

等待时间和旅行时间为目标，构建了混合整数非线性规划

模型，该模型能够同时求解最优列车速度曲线、列车时刻

表，以及相应的车底周转计划。Qi等[30]以停站方案和列

车到发时刻为决策变量，以最小化总运行时间为目标，为

列车时刻表优化问题构建了整数线性规划模型。

此外，国内外一些学者针对城市轨道交通客流控制和

列车时刻表协同优化问题开展了一系列研究。例如，Xu 

[31]针对多站协同的客流控制与列车时刻表一体化优化问

题，以允许进站人数和列车停站时间为决策变量，建立了

一类二次规划模型。Shi等[5]针对客流控制与列车时刻表

一体化优化问题，提出了一类整数线性规划模型，并设计

了基于邻域搜索和CPLEX的启发式算法。Gong等[32]针

对多站协同的客流控制与列车时刻表协同优化问题，以列

车发车间隔和允许进站人数为决策变量，提出了一类混合

整数线性规划模型，并设计了基于禁忌搜索和CPLEX的

启发式算法进行求解。

1.1.3. 不确定性的处理方法

城市轨道交通系统作为一个开放的复杂巨系统，在实

际运营中通常面临大量动态和不确定因素[1,11,33‒34]。近

年来，随着优化理论的发展，国内外学者对不确定条件下

的问题展开了一系列研究，提出了随机规划、鲁棒优化和

分布鲁棒优化三类方法。其中，随机规划通常假定不确定

参数的概率分布预先完全已知。例如，考虑城市轨道交通

系统中的不确定因素，Gong等[35]以列车服务数量、发车

间隔和速度曲线选择为决策，提出了一类整数非线性规划

模型。针对带有硬时间窗的车辆路径规划问题，Errico等

[36]构建了一个两阶段随机规划模型，并设计了精确算法。

然而，不确定参数的概率分布在实际中难以精确获得，通

常只能通过历史数据进行估计。与随机规划不同，鲁棒优

化方法不依赖于不确定参数的具体概率分布，而是针对最

坏情况进行优化，以期得到一个所有场景下均适用的方案。

例如，为应对不确定客流需求，Yang等[10]提出了基于最

大-最小可靠性准则的混合整数线性规划模型，其优化目标

为最大化末班车时段换乘成功人数和最小化总运行时间。

Qi等[37]研究了客流需求不确定条件下列车时刻表和停站

方案协同优化问题，为其建立了整数线性规划模型并通过

CPLEX 软件进行求解。基于轻鲁棒技术，Cacchiani等[38]

提出了三类列车时刻表和停站方案协同优化模型。

分布鲁棒优化结合了统计学习技术和数学优化方法，

其相关理论在运筹优化领域备受关注 [39‒40]。例如，

Delage和Ye [39]首先提出了相关研究，分别在一阶和二

阶矩不等式下构建了分布鲁棒优化模型。Esfahani 和

Kuhn [40]证明了基于Wasserstein距离非精确集的分布鲁

棒优化模型的对偶形式可以被分解为凸优化问题。最近，

分布鲁棒优化方法引起了工程领域的广泛关注[41‒47]。

针对不确定需求下的调度问题，Shang和You [41]构建了

一类两阶段分布鲁棒优化模型。针对有限和无限期的最优

控制问题，Van等[42]提出了能够产生鲁棒控制策略的分

布鲁棒优化框架。考虑城市和农村公共交通系统一体化优

化问题，Shang等[43]以最小化建设成本为目标，建立了

一种带有模糊机会约束的分布鲁棒优化模型。对于需求不

确定情况下的救灾管理问题，Wang等[44]提出了一类分

布鲁棒优化模型以同时优化综合设施位置、库存预置和交

付决策。针对城市轨道交通网络末班车协调规划问题，
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Yang等[45]构建了以最大化换乘成功人数为目标的分布鲁

棒优化模型。考虑需求和成本不确定条件下枢纽选址问

题，Wang等[46]提出了一类分布鲁棒优化模型，并将该

模型等价转化为混合整数线性规划模型以加快求解速度。

针对带时间窗的车辆路径问题，Zhang等[47]以最小化客

户延误风险为目标，构建了基于Wasserstein距离非精确集

的分布鲁棒优化模型。

综上所述，目前关于城市轨道交通客流控制与列车时

刻表协同优化问题的研究主要侧重确定的需求情形，针对

不确定条件下客流控制与列车时刻表协同优化问题的研究

尚有不足。上述所提优化方法中，传统的鲁棒优化方法得

到的策略过于保守，在实际运营中往往会导致运力的浪

费；随机规划方法需要在优化前给定精确的客流场景发生

概率分布，但该分布在实际中很难精确获得；而分布鲁棒

优化方法能在考虑客流需求不确定性的同时，利用部分已

知信息刻画客流场景发生概率的不确定性，所得优化策略

与实际情况更贴近。鉴于此，本文提出一种面向城市轨道

交通客流控制与列车时刻表一体化的分布鲁棒优化方法，

并设计有效的求解算法，为城市轨道交通安全、高效运营

提供坚实的理论支撑。

1.2. 创新点

本文的创新点可归纳如下：

（1）通过构造一系列随机场景来刻画实际运营中的动

态不确定乘客需求，并综合考虑场景发生概率分布的不确

定性，提出了一种面向城市轨道交通客流控制与列车时刻

表一体化的分布鲁棒优化模型。

（2）为便于求解，在∞-范数非精确集下，利用对偶

理论将所建模型转化为计算可处理的等价形式，并基于模

型特性设计了一种局部搜索算法与CPLEX相结合的高效

求解算法，可在较短的计算时间内求得高质量的解，以极

小化运营时间、等待人数的期望值和决策的风险值。

（3）为验证所提方法的有效性和实用性，以北京轨道

交通实际运营数据为背景设计了一系列数值实验。结果表

明，与鲁棒模型相比，本文构建的分布鲁棒模型能够有效

避免产生过于保守的优化结果，可以显著提升服务质量，

对实际运营具有一定的指导意义；相较于随机规划方法，

本文提出的面向城市轨道交通客流控制与列车时刻表一体

化的分布鲁棒优化方法能够更好地规避不确定性带来的风

险，使服务鲁棒性更强。

本文的结构如下：第2章给出了详细的问题描述；第

3章为该问题构建了随机规划模型和分布鲁棒优化模型；

第4章设计了基于局部搜索和CPLEX相结合的求解算法；

第5章基于北京轨道交通实际运营数据进行实例分析，验

证了本文所提方法的有效性。最后，第6章对本文的研究

工作进行总结。

2. 问题描述

针对高峰期轨道交通车站过度拥挤问题，以高峰期乘

客过饱和的轨道交通线路为研究对象，考虑邻接线路换入

客流的影响，通过协同优化轨道交通线路客流控制策略与

列车时刻表，最大程度地减少车站等待人数。以图3为例

进行说明，1号线为本文研究对象，该线路具有非换乘站

和换乘站两种类型的车站，其中，非换乘站2、3和5仅存

在站外到达客流，换乘站1和4的客流则由站外到达和邻

线换入乘客两部分组成。站外到达乘客需在站厅排队，等

待进站指令；换入乘客可直接走行至1号线的站台等待上

车。考虑邻线换入乘客，调整研究线路的列车时刻表，使

得列车到站时间与邻线列车的到站时间差接近换乘走行时

间，则可使换入乘客尽量直接上车，减少站台聚集人数以

降低风险。为进一步确保站台安全，需辅以客流控制策

略，如图4所示。客流控制需遵循“先控制进站客流，后

控制换乘客流”的原则，通过控制站外到达乘客的进站人

数，在保证换入客流优先乘车的同时避免大量乘客涌入站

台，从而缓解运输组织压力。

此外，城市轨道交通系统作为一个开放系统，时常会

受到外界不确定因素的干扰，其客流需求具有较强的随机

性。为精准刻画动态随机客流需求，将研究时段离散成一

系列时间粒度为 tunit的时间段（T={ |t 12...|T |}），并构建

随机情景集（W={ω1ω2...ω ||W }），刻画不确定客流需求。

基于此，将场景ω中在 t时段到达车站 k的站外到达乘客

和换入乘客数量分别标记为P comeout
k (tω)和P cometr

k (tω)，其

数值可以从自动售检票系统（AFC）的历史客流数据中提

取[48]。

图3. 具有换乘车站的城市轨道交通线路示意图。
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鉴于此，本文在综合考虑动态随机客流和有限运力的

基础上，以列车发车间隔、列车到发时刻和控制进站人数

为决策变量，以极小化运营时间、等待乘客的期望值和决

策的条件风险值（CVaR）之和为目标，构建城市轨道交

通客流控制与列车时刻表一体化分布鲁棒优化模型，求解

得到能够有效缓解站台乘客拥挤的协同优化方案。

3. 模型构建

在建立模型前，为简化问题，作以下合理假设：

假设 1：客流需求及OD结构已知。在高峰时段出行

的乘客大都以通勤为目的，其家庭地址和工作地点相对固

定，因此，通过统计分析AFC历史数据，即可获得各车

站的客流需求和OD比例。类似的假设在既有研究中也被

广泛采用[1,8,11]。

假设2：区间运行时间和车站停站时间根据实际运营

数据预先给定。

假设3：根据鲁棒客流控制策略放入站台的乘客，均

可乘坐后续到达的第一列列车离开车站[4,32]。

基于上述假设，在概率分布信息完全已知的前提下，

构建“均值-CVaR准则”下的两阶段随机规划模型；进一

步，考虑到实际中场景发生概率分布信息难以获取，引入

∞-范数非精确集，提出一种面向城市轨道交通客流控制

与列车时刻表一体化的分布鲁棒优化模型。

3.1. 两阶段随机规划模型

3.1.1. 符号和决策变量

为便于索引，表1列举了建模过程中涉及的参数、符

号、决策变量及其定义。

3.1.2. 列车运行状态0~1变量

此外，为刻画列车运行状态，特引入二元变量 dik (t)

以指示时段 t内列车 i是否经过 k车站。若 dik (t)= 0，则时

段 t内列车 i已经离开 k车站；否则，列车 i尚未到达或经

过 k车站。此外，di + 1k (t)- dik (t)= 1表示列车 i与列车 i + 1

在k车站的发车间隔。如图5所示，列车 i在第二个时段已

经过k车站。

3.1.3. 两阶段随机规划模型

假设随机客流场景发生概率分布信息完全已知，本节

构建了一个基于“均值-CVaR”准则的两阶段随机规划模

型，其中第一阶段决策列车时刻表，第二阶段优化鲁棒控

制策略。

（1）第一阶段模型

min  ζ1 × T0 + ζ2 ×[(1 - λ)×E[Q(dξ(ω))]+

λ ×CVaR[Q(dξ(ω))]] （1）
s.t.    t a

ik = t d
ik - 1 + t r

ik - 1 "iÎ IkÎ S\{1} （2）
t d

ik = t a
ik + t dw

ik  "iÎ IkÎ S （3）
  hik = t d

i + 1k - t d
ik "iÎ I\{| I |}kÎ S （4）

图4. 鲁棒客流控制示意图。（a）非换乘站客流控制过程；（b）换乘站客流控制过程。
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  -h ik £ hik £ h̄ik "iÎ I\{| I |}kÎ S （5）
 hik =∑

tÎ T

(di + 1k (t)- dik (t))× tunit "iÎ I\{| I |}kÎ S  （6）
dik (t)³ dik (t + 1) "iÎ IkÎ S  tt + 1Î T （7）
T0 = ∑

iÎ I\{ }|| I
∑
kÎ S

hik +∑
iÎ I

∑
kÎ S

t dw
ik +∑

iÎ I
∑

kÎ S\{ }|| S

t r
ik （8）

dik (t)= {01} "iÎ IkÎ S tÎ T （9）
约束（1）是目标函数，表示极小化总运行时间、等

待人数的期望值和决策风险值；约束（2）和约束（3）描

述了列车到发时刻；约束（4）~（6）用于将发车间隔限

制在合理范围内，以保证列车运行安全；约束（7）定义

dik (t)为非增变量；约束（8）用于计算总运行时间；约束

（9）为二元变量约束。

（2）第二阶段模型

Q(dξ(ω))=min∑
iÎ I

∑
kÎ S

P waitaout
ik (ω) （10）

s.t.   ∑
tÎ T

P comeout
k (tω)+∑

tÎ T

P cometr
k (tω)=

∑
iÎ I

P ina
ik (ω) "kÎ SωÎW （11）

P waitaout
ik (ω)=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

∑
tÎ T

dik (t)×P comeout
k (tω) if i = 1

∑
tÎ T

dik (t)×P comeout
k (tω)-∑

j = 1

i - 1

P inaout
jk (ω) if iÎ I\{1}

 

"kÎ SωÎW （12）
P waittr

ik (ω)=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

∑
tÎ T

dik (t)×P cometr
k (tω) if i = 1

∑
tÎ T

(dik (t)- di - 1k (t)) ×P cometr
k (tω) if iÎ I\{1}

 

"kÎ SωÎW （13）
P waitaout

ik (ω)³ 0 "iÎ IkÎ SωÎW （14）
P waittr

ik (ω)³ 0 "iÎ IkÎ SωÎW （15）
P inaout

ik (ω)£P waitaout
ik (ω) "iÎ IkÎ SωÎW （16）

P ina
ik (ω)=P inaout

ik (ω)+P waittr
ik (ω) "iÎ IkÎ SωÎW   （17）

0 £P inaout
ik (ω)£P incout

ik (ω) "iÎ IkÎ SωÎW （18）

表1　建模过程中的符号

符号

W

S

Sor

S tr

I

T

kv

ω

pω

ij

t

tunit

t r
ik

t dw
ik

hik

-h ik

h̄ik

T0

t a
ik

t d
ik

dik (t)

C

P comeout
k (tω)

P cometr
k (tω)

P on
ik (ω)

P al
ik (ω)

P waitaout
ik (ω)

P waittr
ik (ω)

P inaout
ik (ω)

P incout
ik (ω)

P inc
ik (ω)

P ina
ik (ω)

δvk (ω)

βvk (ω)

定义

场景集合，W ={ω1ω2ω ||W }

车站集合，S = SorÈ S tr ={12| S |}

非换乘站集合

换乘站集合

列车集合，I ={12| I |}

离散时间戳集合，T ={12|T |}

车站标号，kvÎ S

场景标号，ωÎW

场景发生概率

列车标号

时段标号

单位时间粒度

列车 i在第k个区段的运行时间

列车 i在k车站的停站时间

列车 i与列车 i + 1在k车站的发车间隔

最小发车间隔

最大发车间隔

总运行时间

列车到站时刻，表示列车 i 到达 k 车站的

时刻（决策变量）

列车到站时刻，表示列车 i 离开 k 车站的

时刻（决策变量）

列车运行状态变量，表示列车 i在 t时刻是

否到达k车站（决策变量）

列车容量

时段 t 内，场景ω中 k 车站的站外到达客

流量

时段 t内，场景ω中k车站的换入客流量

场景ω中列车 i离开k车站的载客量

场景ω中列车 i在k车站的下客量

场景ω中在 k车站等待列车 i的站外到达

客流量

场景ω中在 k车站等待列车 i的换乘客流

量

客流控制变量，表示在场景ω中，乘坐列

车 i离开k车站的实际人数（决策变量）

鲁棒客流控制变量，表示在场景ω中，在

鲁棒客流控制策略下能够乘坐列车 i离开

k车站的人数（决策变量）

鲁棒客流控制变量，表示场景ω中允许在

k车站乘坐列车 i的客流量

客流控制变量，表示场景ω中在 k车站实

际乘坐列车 i的客流量

时段 t内，场景ω中到达 v车站并前往 k车

站的客流比例

时段 t内，场景ω中换入 v车站并前往 k车

站的客流比例

图5. 列车运行状态变量。
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P incout
ik (ω)=P incout

ik (ω′ ) "iÎ IkÎ S ωω′ÎW（19）
P inc

ik (ω)=P incout
ik (ω)+P waittr

ik (ω) "iÎ IkÎ SωÎW   （20）
P al

ik (ω)=∑
v = 1

k - 1

(P incout
iv (ω)× δvk (ω)+P waittr

iv (ω)× βvk (ω)) 

"iÎ IkÎ SωÎW （21）

P on
ik (ω)=

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

P inc
ik (ω) if k = 1

0 if k = |S|

P on
ik - 1 (ω)+P inc

ik (ω)-P al
ik (ω) if kÎ S\{1 || S }

 

"iÎ IωÎW （22）
P on

ik (ω)£C "iÎ IkÎ SωÎW （23）
约束（10）是第二阶段优化目标，表示极小化各个场

景的等待人数；约束（11）保证了所有乘客均可被服务；

站厅等待人数和换入客流量分别通过约束（12）和约束

（13）进行计算；约束（14）和约束（15）为非负性约束。

此外，约束（16）保证允许进站乘车的乘客数量不超过等

待人数；约束（17）用于计算列车 i到达车站 k时的实际

上车人数；约束（18）~（20）保证生成的鲁棒客流控制

策略适用于所有随机场景；约束（21）用于计算列车 i到

达 k车站时的下车人数；约束（22）为载客量约束；约束

（23）为列车容量约束。

由于各场景的发生概率信息完全已知，等待人数的期

望值和CVaR可分别表示为如下形式：

Ep [Q(dξ(ω))]=pT ×Q(dξ(ω)) （24）
CVaRαp [Q(dξ(ω))]= min

ϕÎR+ {ϕ + 1
1 - α

Ep [max(Q(dξ(ω))-

ϕ0)]} （25）
为统一形式，引入辅助变量 t(ω)，对约束（25）做如

下等价转换：

min
ϕÎR+

ϕ +
1

1 - α
pTt 

s.t. Q(dξ(ω))- eϕ £ t 

t ³ 0 （26）
综上，面向城市轨道交通客流控制与列车时刻表一体

化优化问题可表述为以下两阶段随机规划模型：

min ζ1×T0+ζ2×
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú(1-λ)×pT×Q(dξ(ω))+λ× ( )ϕ+

1
1-α

pTt

s.t. Q(dξ(ω))-eϕ£t "ωÎW 

t³0 

约束 (2)~(23) （27）
需要指出的是，在实际运营中难以获得随机场景发生

概率分布的精确值。鉴于此，本文针对概率分布部分已知

的情形，进一步提出一种面向城市轨道交通客流控制与列

车时刻表一体化的分布鲁棒优化方法，以期得到与实际情

况更为贴近的运营管理策略。

3.2. 分布鲁棒优化模型

3.2.1. 数学模型

随机场景发生概率信息部分已知的分布鲁棒优化模型

如下：

min ζ1 × T0 + ζ2 × sup
pÎP

{(1 - λ)×Ep [Q(dξ(ω))]+

}        λ ×CVaRαp [Q(dξ(ω))]

s.t.  约束 (2)~(26) （28）
根据约束（25）和约束（26），约束（28）中目标函

数可转化为以下形式：

min ζ1 × T0 + ζ2 ×
é

ë
ê
êê
êsup

pÎP

min
ϕÎR+ {(1 - λ)×Ep [Q(dξ(ω))]+

λ × (ϕ + 1
1 - α

Ep [t])}ùûúúúú （29）
由于约束（29）为非线性函数，为便于求解，根据强

对 偶 性 交 换 sup
pÎP

min
ϕÎR+

{×} 的 顺 序 ， 将 其 重 构 为 约 束

（30），即：

sup
pÎP

min
ϕÎR+ {(1-λ)×Ep [Q(dξ(ω))]+λ × (ϕ+ 1

1-α
Ep [t])} = 

min
ϕÎR+

sup
pÎP

{(1-λ)×Ep [Q(dξ(ω))]+λ × (ϕ+ 1
1-α

Ep [t])} =
min
ϕÎR+

λϕ+(1-λ) ×max
pÎP

Ep [Q(dξ(ω))]+
λ

1-α
max

pÎP
Ep [t] （30）

综上，分布鲁棒优化模型[约束（ 28）]的等价形式可

描述为：

min ζ1 × T0 + ζ2 ×
é
ë
êêêêmin
ϕÎR+

λϕ + (1 - λ)× max
pÎP

Ep

        [Q(dξ(ω))]+
λ

1 - α
max

pÎP
Ep [t]ù

û
úúúú

s.t.   约束 (2)~(23) （31）
在 上 述 分 布 鲁 棒 优 化 模 型 （31） 中 ，

max
pÎP

Ep [Q(dξ(ω))]和Ep [t]均依赖于非精确集。其中，等

待人数期望值的最大值（即 max
pÎP

Ep [Q(dξ(ω))]）有如下等

价形式：

max
pÎP

Ep [Q(dξ(ω))]= max
pÎP

pT ×Q(dξ(ω)) （32）
此 外 ， 约 束 （28） 中 的 CvaR （即 max

pÎP
CVaRαp 

[Q(dξ(ω))]）有如下等价形式：
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min
ϕÎR+

ϕ +
1

1 - α
max

pÎP
pTt 

s.t. Q(dξ(ω))- eϕ £ t 

t ³ 0 （33）
3.2.2. ∞-范数非精确集

进行分布鲁棒优化的关键在于获得易于计算的确定等

价形式，这通常取决于不确定参数所隶属的非精确集。鉴

于此，本文设计了一个∞-范数非精确集[49]，其具有易于

计算处理、易于工程实现等优势[50]，定义如下：

P ={p = p0 + ς|eTς = 0  ς
¥
£Ψ} （34）

式中，p0为名义概率分布，可以从实际运营中不同日期的

数据中获取；ς表示波动向量；ΨÎ[01]为波动上界。

3.2.3. 确定等价形式

基于上述∞-范数非精确集，分布鲁棒优化模型（28）

可根据如下定理进行等价转化。

定理1.假设概率分布P属于∞-范数非精确集，分布鲁

棒优化模型（28）可重构如下：

min ζ1 ×T0+ζ2 ×
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úλϕ+(1-λ)× ( )pT
0Q(dξ(ω))+ΨTη+ΨTγ +

λ
1-α ( )pT

0 t+ΨTη′+ΨTγ′

s.t. eμ-η+γ=Q(dξ(ω)) 

eμ′-η′+γ′= t 

Q(dξ(ω))-eϕ£ t 

t³0 
η³0γ³0η′³0γ′³0 

约束 (2)~(23)

（35）
式中，μηγμ′η′γ′ÎR ´R ||W ´R ||W ´R ´R ||W ´R ||W 是辅助

变量，Ψ = eΨ。

证明：在∞-范数非精确集下，约束（32）有如下等

价形式：

max
pÎP

pTQ(dξ(ω))=pT
0Q(dξ(ω))+

maxς{ς
TQ(dξ(ω))|ςTe = 0  ς

¥
£Ψ} （36）

式中， ς
¥
= max

ωÎW
| ςω |。

根据强对偶性，约束（32）和约束（33）的对偶形式

分别为：

min
μηγ

pT
0Q(dξ(ω))+ΨTη +ΨTγ

s.t. eμ - η + γ =Q(dξ(ω)) 

η ³ 0γ ³ 0 （37）

min
μ′η′γ′

ϕ +
1

1 - α ( )pT
0 t+ΨTη′+ΨTγ′  

s.t. eμ′- η′+ γ′= t 

Q(dξ(ω))- eϕ £ t 

t ³ 0 
η′³ 0γ′³ 0 （38）

综上，在∞-范数非精确集下，分布鲁棒优化模型的

确定等价形式为：

min ζ1 ×T0+ ζ2 × [ λϕ+(1- λ)× ( )pT
0Q(dξ(ω))+ΨTη+ΨTγ +

ù
û
úúúúλ

1-α ( )pT
0 t+ΨTη′+ΨTγ′

s.t.   eμ-η+ γ=Q(dξ(ω)) 

         eμ′-η′+ γ′= t 

         Q(dξ(ω))- eϕ£ t 

         t³ 0 
         η³ 0γ³ 0η′³ 0γ′³ 0 

         约束 (2)~(23)

（39）
证明完毕。

3.2.4. 模型复杂性分析

模型（35）包含三类决策变量：列车时刻表相关变

量、鲁棒客流控制相关变量和辅助变量。该问题的规模取

决于车站、列车、离散时段和场景数量，如表2所示。

4. 模型求解

为求解上述优化模型，设计了一种结合局部搜索规则

表2　分布鲁棒模型决策变量及约束条件的数量

Variables or constraints

Decision variables t a
ikt

d
ik

Decision variables dik (t)

Decision variables P inaout
ik (ω)P incout

ik (ω)

Decision variables μμ′

Decision variables η(ω)γ(ω)η′ (ω)γ′ (ω)

Train timetable Eq. (2)

Train timetable Eq. (3)

Train timetable Eqs. (4)‒(6)

Train timetable Eq. (7)

Train timetable Eq. (8)

Train timetable Eq. (9)

Robust passenger flow control Eq. (11)

Robust passenger flow control Eqs. (12)‒(23)

Remaining constraints in the model Eq. (35)

Total number

2 ×(| I | × | S |)

| I | × | S | × |T |

2 ×(| I | × | S | × |W |)

2

4 × |W |

| I | ×(| S | - 1)

| I | × | S |

3 ×(| I | - 1)× | S |

| I | × | S | ×(|T | - 1)

1

| I | × | S | × |T |

| S | × |W |

12 × | I | × | S | × |W |

8 × |W |
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（LS）和CPLEX的启发式算法：首先将分布鲁棒优化模

型分解为两个子问题（详见4.1节），再对每个子问题分别

使用LS算法或CPLEX进行求解（详见4.2节）。

4.1. 算法框架

为提高计算效率，本文设计了一种基于局部搜索和

CPLEX相结合的启发式算法，算法框架如图 6所示。具

体地，将原问题分解为两个问题：主问题为列车时刻表问

题（记为MP），对应第一阶段优化模型；子问题为鲁棒

客流控制问题（记为SSP），对应第二阶段优化模型。通

过局部搜索算法对主问题进行搜索，将可行的列车时刻表

传递给子问题，并利用CPLEX对子问题进行求解，将求

解结果反馈给主问题，通过逐步迭代，以得到较优的轨道

交通运输组织方案。

此外，进一步分析SSP模型特性，发现不同场景之间

的鲁棒客流控制耦合约束为难约束，难以利用CPLEX快

速求解[11]。鉴于此，将SSP分解为一系列相互独立、基

于单个场景的子问题SCP，并将各SCP中最小目标值反馈

至 SSP 中，并在 SSP 中添加有效不等式（41），以缩小

SSP的解空间，从而提升计算效率，即：

P incoutSSP
ik ¬min{P inaout

ik (ω1 )P inaout
ik (ω2 )...

P inaout
ik (ω ||W )} （40）

P incout
ik (ω)³P incoutSSP

ik  "iÎ IkÎ SωÎW （41）

式中，P incoutSSP
ik 为各SCP中最小目标值。

4.2. 局部搜索算法

局部搜索算法是一种逐步寻优的邻域搜索算法，包含

编码、初始解的生成、邻域结构、终止条件四部分。

4.2.1. 编码及初始解的生成

由于区间运行时间和车站停站时间为固定值，当列车

发车间隔确定时，即可获得整个列车时刻表。鉴于此，本

文设计了一种基于发车间隔的编码方式，标记为 H =

{h11h21...hi1...h || I - 11 }，其中hi1为前车 i与后车 i + 1在

始发站的发车间隔。

此外，初始解X 0 以随机方式生成，并根据算法 1检
验其可行性。若该初始解是可行解，则将其作为初始解；

否则，重复以上操作，直至生成一个可行初始解。

4.2.2. 邻域结构

邻域是从当前解产生其他解的途径，对算法搜索速度

和解的质量均有影响。记当前迭代次数为n，第n次迭代中

邻域为N(Xn- 1 )，候选集为N(X n- 1 )={X n1X n2...X nc... 

X nm }，其中X nc代表一个候选解，c为候选解标号。具体

地，通过在X n - 1上加减一个微小的整数向量Dn以生成邻

居解，即 X nc =X n - 1 +Dn，其中 Dn 的数值是随机生成的。

此外，通过算法1检验每个解的可行性，若为可行解，则

将该可行解加入邻域中；否则，重复以上操作，直至生成

可行解。

4.2.3. 终止条件及算法流程

本文设置两种终止条件：①若当前迭代次数n超过了

提前设定的最大迭代次数nmax，则终止；②记当前最好的

解未被更新的次数为 y，若当前最好的解在连续M次迭代

中均未更新，则终止，并将当前最好的解作为模型的近似

最优解。综上，算法的流程如算法 2所示，其中，记第 n

次迭代的最优目标值为 f n，第 n次迭代中最好的解为X n，

当前最好的解为X *，当前最优目标值为 f *。

图6. 算法框架图。

Algorithm 1. The checking procedure for solution feasibility.

Input: A solution that needs to be checked

Output: The feasibility of the solution

Step 1: According to Eqs. (2)‒(5) and the input solution, calculate the arriv‐

al and departure times for all in-service trains at each station, then go to 

Step 2;

Step 2: If t d
|| I  || S Î T, go to Step 3; otherwise, the solution is infeasible, stop;

Step 3: The solution is feasible, stop.
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5. 算例分析

为验证模型和算法的有效性，本节基于北京轨道交通

实际运营数据设计了多组数值实验。算法基于Windows 

10 环境下 MATLAB 2014a 编程实现，实验运行环境为：

Intel i5-10500 CPU和16GB RAM。

5.1. 输入参数

本文以北京轨道交通15号线为例（图7）进行了数值

试验，该线路是一条连接居民区与工作区的重要线路，其

客流具有明显的不均衡性，如图8所示。具体地，考虑规划

时间域为上午7：00~10：00，将其离散成时间粒度为1 min

的180个时段（即T = {12...180}）。为刻画客流需求的不

确定性，考虑3个客流场景，并设置其名义发生概率分布

pT
0 =(0.200.300.50)，概率波动上界Ψ= {0.020.060.10}。

接下来，基于上述参数设置进行了一系列数值实验，

其中5.2节分析了分布鲁棒优化模型（35）的性能，5.3节

将随机规划模型（27）和分布鲁棒优化模型进行对比分

析。此外，5.4节分析了鲁棒优化模型[见附录A中的模型

（S2）]和分布鲁棒优化模型的性能差异。最后，5.5节进

行了灵敏度分析。

5.2. 分布鲁棒优化模型实验结果分析

通过改变α、λ和Ψ的取值进行多组实验，结果如表3

和图9所示。分析结果可以看出，最优目标值与波动参数

和风险规避系数之间均呈正相关关系，这是因为Ψ代表不

确定概率的波动上界，Ψ值越大，说明决策者所掌握的概

率分布信息越粗糙，导致决策结果越糟糕；风险规避系数

α = 1代表决策者极度厌恶风险，所得优化方案为过于保

守的策略，对应较大的目标值。上述实验结果说明，在实

际中，风险偏好和场景发生概率信息的不确定程度是优化

客流控制与列车时刻表的关键参数。因此，风险厌恶的决

策者应选择更大的α和 λ，并尽可能地获得更多的概率分

布信息。

为进一步说明效果，给出α = 0.95、λ = 0.10、Ψ = 0.02

时所得列车时刻表，如图 10所示，其中红色线段代表满

载区段。从图中可以看出，在客流需求较大的高峰时段

（如7：00~7：42），优化后的列车发车间隔较小，可见本

文所提方法能够得到需求驱动的列车时刻表，提高运力-

运量的匹配。接下来，以α = 0.95、λ = 0.10、Ψ = 0.02时的

算法收敛曲线（图 11）为例，对算法的收敛特性进行说

明。可以看出，在前15次迭代时目标函数下降速度较快，

在迭代 20 次后逐渐趋于稳定。这说明本文所提“LS+

MILP”算法在求解分布鲁棒优化模型（35）时较为

有效。

图8. 站外到达客流示意图。

图7. 北京轨道交通15号线示意图。

Algorithm 2. The procedure of the LS + MILP solver algorithm.

Step 1: Initialize the iteration index n = 1and generate a feasible initial solu‐

tion X 0. Calculate the objective value f 0 of the initial solution; let X n - 1 =

X 0f * = f 0 and sety = 0, then go to Step 2;

Step 2: Generate neighborhood N(X n - 1 ) by the method used in neighbor‐

hood generation, then go to Step 3;

Step 3: For each candidate solution X nc, calculate the decision variables as‐

sociated with train scheduling problem MP, i.e., t a
ik and t d

ik; input the train 

schedule to subproblems SSP of the different scenarios, respectively, which 

can be solved by a suitable MILP solver; then the passenger flow control 

strategy P inaout
ik (ω)for each scenario ωÎW, can be obtained, so go to Step 4;

Step 4:  Let  P incoutSSP
ik ¬ min {P inaout

ik (ω 1 )P inaout
ik (ω 2 )...P inaout

ik (ω ||W )},

"iÎ IkÎ S; input the train schedule and Eq. (41) to the subproblem SP; solve 

it via a suitable MILP solver. Then go to Step 5;

Step 5: Get the current best solution X n and its corresponding objective 

value f n;

Step 6: Update the best solution. If f n < f *, let f * = f n, X * =X n, then set 

y = 0; otherwise, set y = y + 1, and go to Step 7;

Step 7: Check the termination condition. If n < nmax and y <M, then set n =

n + 1, and go to Step 2; otherwise, output the best solution X * and the best 

objective value f *, then stop.
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图10. 当α = 0.95、λ = 0.10、Ψ = 0.02时，优化后的列车时刻表。

图9. 分布鲁棒优化模型计算结果。（a）α = 0.95；（b）α = 0.05。

表3　分布鲁棒优化模型的实验结果

Risk-aversion 

parameter α

0.95

0.05

Tradeoff coeffi‐

cient λ

0.1

0.5

0.9

0.1

0.5

0.9

Adjustable parameter Ψ

0.02

Objective value

17 767 833.3464

17 771 866.8497

17 775 309.9180

17 766 970.0804

17 767 989.3749

17 768 991.0045

CPU time (s)

1336.645

1482.181

1352.341

1471.173

1580.820

1476.097

0.06

Objective value

17 769 921.0128

17 772 870.7818

17 775 484.8424

17 769 336.2210

17 770 350.0112

17 771 316.9863

CPU time (s)

1181.031

1234.462

1251.802

1177.698

1574.838

1169.674

0.10

Objective value

17 771 819.6438

17 773 845.5056

17 775 659.4888

17 771 531.4178

17 772 497.5873

17 773 422.7690

CPU time (s)

1657.806

1615.507

1646.706

1472.486

1338.949

1461.012
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接下来，进一步探讨权重系数 λ对分布鲁棒优化模型

的影响。设置 α = 0.50，Ψ分别为 0.02和 0.06进行两组实

验，结果如图12所示。可以看出，当α和Ψ固定时，随着

λ的增加，等待人数的期望值不断增大，而CVaR值呈相

反趋势。此外，当 λ = 0.5时，等待人数的期望值和CVaR

值较为接近，这是因为此时决策者的风险偏好是中性的。

上述实验结果说明了本文所提方法可为生成符合决策者实

际需要的方案提供一定的支持，为决策者提供了获得个性

化管理方案的机会。实际中，决策者应根据自身偏好（或

实际需求），合理设置权重系数。

5.3. 分布鲁棒优化模型与随机规划模型对比分析

随机规划方法仅适用于场景发生概率分布信息完全已

知的情况，即Ψ = 0。通过改变α和 λ的取值进行6组实验，

结果如图 13所示。可以看出，随机规划模型的目标值与

权重系数和风险规避系数之间均呈正相关关系。

为更好地对比分析分布鲁棒优化模型和随机规划模型

的性能，本节定义了分布鲁棒模型的分布鲁棒代价Price

（即两种模型目标值的比较指标）：

Price =
(DRO* - SP* )

SP*
× 100%

式中，DRO* 和SP* 分别代表分布鲁棒优化模型和随机规

划模型的最优目标值。

通过改变 α、λ和Ψ的取值进行多组实验，结果如

表 4所示。其中，Price的结果均为正数，代表随机规划

模型的最优目标值总是小于分布鲁棒优化结果，说明决

策者掌握的概率分布信息越精确，所得鲁棒客流控制策

略和相应的列车时刻表越有效。此外，Price的数值均未

超过0.051640%，说明分布鲁棒优化模型仅需付出较小的

代价，即可抵御概率分布的不确定性。

5.4. 分布鲁棒优化模型与鲁棒优化模型分析

进一步，通过改变概率分布波动上界Ψ的取值，对分

布鲁棒优化模型与鲁棒优化模型进行对比分析，结果如

图 14所示。从最优目标值来看，鲁棒优化模型的最优目

标值总是大于分布鲁棒优化模型，这主要是因为鲁棒优化

方法针对最坏情况进行优化，导致所得策略过于保守。根

据实验结果，可以得到以下结论：①分布鲁棒优化模型在

解的质量和稳定性方面均优于鲁棒优化模型；②决策者若

极度厌恶风险，应采用鲁棒优化方法来得到保守策略；否

则，分布鲁棒优化方法更加适用。

5.5. 灵敏度分析

最后，为分析系数（ζ1和 ζ2）对分布鲁棒优化模型的

影响，令
ζ2

ζ1

={¥100 00010 000100010010.010.00010}

进行 9 组实验，结果如表 5 所示。可以看出，当 ζ2/ζ1在

[0.01, ∞]时，Obj. 2的最优值保持不变，直至
ζ2

ζ1

= 0.00001；

图11. 当α=0.95、λ=0.10、Ψ=0.02时，所提LS + MILP算法的收敛曲线。

图12. 不同权重系数λ下，等待人数的期望值与CvaR值。（a）α = 0.50，Ψ = 0.02；（b）α = 0.50，Ψ = 0.06。
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当
ζ2

ζ1

= 0时，即仅以极小化总运行时间（Obj. 1）为目标

时，Obj. 2的最优值迅猛增加，这说明仅考虑乘客利益或

仅考虑运营商利益均会给另一方造成一定的损失。此外，

为对比分析不同系数下分布鲁棒优化模型和鲁棒优化模型

的性能，进一步计算了分布鲁棒代价Price，如图15所示。

可以看出，Price的数值均不超过4%，说明分布鲁棒优化

模型仅需付出较小的代价 , 即可抵御概率分布的不确

定性。

综上，从列车运营组织或客流组织方面分别进行优

化，难以最大程度地缓解城市轨道客流拥挤。为实现列车

运输能力的精准匹配、有效提升运营服务水平，决策者应

采用面向城市轨道交通客流控制与列车时刻表一体化的分

布鲁棒优化方法，并根据实际需求灵活设置 ζ1和 ζ2。

6. 结论

为缓解城市轨道交通乘客过度拥挤问题，考虑动态随

机客流以及客流场景发生概率的不确定性，本文基于“均

值-CVaR准则”，以极小化总运行时间、等待乘客的期望

值和CVaR值为目标，以鲁棒客流控制策略、列车到发时

刻为决策变量，分别提出了面向城市轨道交通客流控制与

表5　当α = 0.50、λ = 0.10、Ψ = 0.02时，灵敏度分析结果

Instance

Case 1

Case 2

Case 3

Case 4

Case 5

Case 6

Case 7

Case 8

Case 9

ζ1

0

0.000 01

0.000 10

0.001 00

0.010 00

1.000 00

1.000 00

1.000 00

1.000 00

ζ2

1.000 00

1.000 00

1.000 00

1.000 00

1.000 00

1.000 00

0.010 00

0.000 01

0

ζ2/ζ1

∞

100 000

10 000

1000

100

1

0.01

0.000 01

0

Objective value

166 970.080

166 970.082

166 970.098

166 970.256

166 971.840

167 146.080

1845.701

177.677

176.000

Obj. 1

176.000

176.000

176.000

176.000

176.000

176.000

176.000

176.000

176.000

Obj. 2

166 970.080

166 970.080

166 970.080

166 970.080

166 970.080

166 970.080

166 970.080

167 697.539

352 150.961

CPU time (s)

1563.642

1169.072

1355.917

1376.100

1172.356

1401.422

1181.674

1721.266

1099.210

图13. 随机规划模型的实验结果。

图14. 分布鲁棒优化模型和鲁棒优化模型的结果。

表4　分布鲁棒代价

Risk-aversion 

parameter α

0.95

0.05

Tradeoff 

coefficient λ

0.1

0.5

0.9

0.1

0.5

0.9

Adjustable parameter Ψ

0.02

0.006055%

0.002938%

0.000492%

0.025960%

0.012523%

0.006915%

0.06

0.017805%

0.008588%

0.001476%

0.039281%

0.025810%

0.020006%

0.10

0.028491%

0.014072%

0.002459%

0.051640%

0.037899%

0.031858%
图15. 不同系数下分布鲁棒优化模型的分布鲁棒代价。
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列车时刻表一体化的随机规划模型和分布鲁棒优化方法。

进一步，借助¥-范数非精确集，将所构建的分布鲁棒优

化模型等价转化为计算易处理形式。此外，推导了分布鲁

棒优化模型与两阶段随机规划模型和传统鲁棒优化模型之

间的关系。为提高计算效率，设计了一种结合局部搜索规

则和CPLEX的启发式求解算法。最后，基于北京轨道交

通实际运营数据设计了多组数值算例，验证了所提方法的

有效性和优越性，结果表明：分布鲁棒优化模型在解的稳

定性方面优于随机规划模型；在解的质量和稳定性方面均

优于鲁棒优化模型。
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