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摘要

本文提出了一种新的设计模式——人辅助设计，以取代传统的计算机辅助设计。在人辅助设计中，计算
机可以通过一种新的等几何拓扑优化自动完成整个产品设计，而人类仅需协助轻微修改设计以满足要
求。文中提出了一种嵌入域等几何拓扑优化用于设计具有不规则设计域的复杂模型，并且可以基于分层
等几何拓扑优化结果自动生成优化结果的可编辑几何模型。测试了三个算例以验证所提出的等几何拓
扑优化模式，包括一个具有规则设计域的3D悬臂梁，一个具有不规则设计域的汽车零件和一个具有多尺
度结构的MBB梁。结果表明，所提出的等几何拓扑优化模式可以自动生成高质量的优化模型。因此，该
技术具有成为革命性技术的巨大潜力，可以将当前设计模式由计算机辅助设计转变为人辅助设计。
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1. 引言

有限元方法（FEM）是计算机辅助工程（CAE）的

计算核心，起源于20世纪50年代和60年代，然而，值得

注意的是，为有限元方法提供几何模型的计算机辅助设计

（CAD）的出现比有限元方法晚了十年。经过近半个世纪

的发展，CAD 和 CAE 技术不断成熟。如今，各种商业

CAD 和 CAE 软件相继涌现，如 Catia、Unigraphics NX

（UG）、Creo、Nastran、Abaqus和ANSYS。

该类软件的出现为工程师带来了许多强大的新工具。

随着互联网的发展，CAD/CAE 已经迁移到了云端，因

此，强大的设计工具现在在全球范围内都可使用，并已成

为工程领域不可或缺的一部分。然而，在整个产品设计过

程中，人仍然起着主导作用，计算机只是帮助人们设计的

辅助工具。在这种设计模式下，人们使用各种工具来设计

和分析产品，以实现设计要求，包括几何形状和结构性

能。设计几何形状，需要使用 CAD 建模工具（Solid‐

Works、Catia、Creo 等），该工具具有自己的几何表示，

如边界表示（B-rep）和构造实体几何（CSG）[1]。分析

结构性能，需要使用 CAE 分析工具（ANSYS、Abaqus、

Nastran等），该工具由离散单元表示，这与CAD建模系

统中的表示形式存在显著差异。因此，人们必须手动在

CAD建模和CAE分析之间转换模型，这有可能占用复杂

模型总设计时间的 80%以上[2]。此外，当前产品设计严
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重依赖于人类经验。因此，产品必须经过迭代设计，直到

获得最终设计为止[图1（a）]。这种迭代设计过程耗时且

难以实现由设计师经验决定的设计质量，以达到最优性

能。为减轻产品设计中的人力负担，需要解决两个问题：

①如何减少人类与CAD和CAE模型的交互需求；②如何

让计算机自动生成高质量的产品设计。

有两种方法可用于减少人类与CAD和CAE模型的交

互需求。一种方法是软件集成，例如，SolidWorks集成了

COMSOL的分析模块[3]。另一种方法是采用数据交换接

口，如Catia和Abaqus之间的数据接口。不幸的是，CAD

和CAE模型仍然在上述方面存在差异。为了采用相同几

何表达来统一CAD和CAE模型，Hughes等[4]在2005年提

出了等几何分析（IGA）方法，其中几何和分析模型由相

同的数学表示描述。与有限元法相比，等几何分析具有更

高的准确性和效率，并且现在被广泛用于振动、声学、疲

劳、流-固耦合以及形状和尺寸优化领域[5‒8]。因此，在本

次工作中，将采用 IGA方法来集成CAD和CAE模型。

为了通过计算机自动生成高质量的产品设计，必须使

用智能结构优化方法。在结构优化领域中，拓扑优化旨在

在给定约束条件[9]（如应力和位移[10‒11]）下通过计算

找到设计域中最佳材料分。借助拓扑优化，设计师可以自

动获得高性能设计方案，而无需丰富的知识和经验。由于

拓扑优化中CAD和CAE模型具有不同的几何表示，优化

结果必须重构以生成CAD模型，该部分非常复杂和耗时。

为了解决这个问题，在拓扑优化中采用等几何分析代替有

限元，产生了等几何拓扑优化。

等几何拓扑优化的概念最初是由Seo等[12]提出的, 他

们使用样条曲面和裁剪曲线构建了一个复杂的设计域，而

无需使用面片拼接技术。从那时起，等几何拓扑优化的一

些分支迅速发展，包括基于密度和基于水平集的等几何拓

扑优化。固体各向同性惩罚（SIMP）是一种流行且典型

的基于密度的方法，易于实现。基于SIMP的等几何拓扑

优化已经引起了相当多的研究关注。Kumar和Parthasara‐

thy [13]引入了B样条有限元来构建密度函数和进行结构

分析。Hassani等[14]在拓扑优化中采用等几何分析而不是

有限元法，其中材料密度由非均匀有理B样条（NURBS）

基函数进行插值，并且可以在整个设计域内视为连续。

Qian [15]将设计空间限制在B样条空间中，并将任意形状

的设计域嵌入矩形域中，其中 B 样条用于构建密度场。

Xie等[16]使用截断分层B样条来局部细化网格，并显著

降低了等几何拓扑优化中的计算成本。多材料和多尺度问

题也可以在等几何拓扑优化框架内得到解决。为了获得多

图1. CAD和HAD的工作流程示例。（a）CAD；（b）HAD。HAD：辅助设计。
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材料结构，Taheri和Suresh [17]提出了一种新的基于密度

的等几何拓扑优化，其中利用NURBS构建了精确的几何

模型。Gao等[18]引入了基于NURBS的多材料插值（N-

MMI）模型，并开发了一种多材料等几何拓扑优化（M-

ITO）方法。Wang等[19]研究了一种多尺度等几何拓扑优

化，以构建具有晶格填充的多孔结构。Lieu和Lee [20‒21]

提出了将新型多分辨率方案添加到等几何拓扑优化中，并

成功应用于多材料问题，这种方法能以较低计算成本获得

高分辨率的设计。

与基于SIMP的等几何拓扑优化不同，基于水平集的

等几何拓扑优化利用高维水平集函数来实现结构几何的隐

式描述。Shojaee等[22]结合了基于径向基函数的水平集方

法和等几何分析用于拓扑优化。然后，Wang 和 Benson 

[23]提出了一种创新的等几何拓扑优化方法，通过将水平

集函数与NURBS形状函数插值，使用相同的NURBS基

函数集成 CAD、CAE 和拓扑优化模型。此外，Wang 和

Benson [24]在基于水平集的等几何拓扑优化框架中引入了

快速点多边形算法和裁剪单元，以实现更高的精度和效

率。Ghasemi等[25]实现了一种新颖的用于弯曲电材料的

设计方法，其中将等几何分析与水平集和点密度映射技术

相结合。随后，Ghasemi等[26]进一步将该方法扩展到弯

曲电复合材料的多材料水平集拓扑优化中，成功地处理了

耦合问题和微结构。Lee等[27]开发了一种具有NURBS曲

线和水平集双重进化的等几何拓扑形状优化方法，其中隐

式水平集函数确保了NURBS曲线的拓扑变化。

尽管等几何拓扑优化在集成CAD建模、CAE分析和

结构优化方面具有巨大潜力，但它仍受到等几何分析和拓

扑优化瓶颈的限制，即如何处理具有不规则几何形状的复

杂模型以及如何自动生成可编辑的CAD模型以获取拓扑

优化结果。为了突破传统等几何拓扑优化对于不规则几何

形状的限制，本文在此基础上提出了一种基于嵌入域方法

的复杂设计域新型等几何拓扑优化方法，可以在规则嵌入

域中实现不规则模型的等几何分析。为了获得等几何拓扑

优化结果的可编辑CAD模型，本文开发了一种自动化生

成方法，使用标准CAD操作逐层构建NURBS曲面，其中

每层的轮廓直接由建模、分析和拓扑优化中所使用的相同

控制点表示。

基于本文提出的新型等几何拓扑优化，本文提出了一

种基于新型等几何拓扑优化的人辅助设计（HAD）新设

计模式。在HAD中，计算机发挥主导作用，可以自动完

成整个产品设计，达到高质量；人类只需要稍微修改设计

以满足要求[图 1（b）]。类似于智能家居[28]、智能工厂

[29]和自动驾驶[30]等革命性智能技术，极大地减少了人

类操作，并逐渐改变了人类所扮演的主导角色，HAD是

一种具有巨大潜力的智能设计模式，有望在下一次工业革

命中取代CAD。

为了进一步描述HAD及其背后的理论，本文的剩余

部分组织如下：第 2节总结了基于NURBS的等几何拓扑

优化；第 3节介绍了基于等几何拓扑优化的HAD及其实

现方式；第 4节讨论了三个数值例子，以展示HAD在宏

观和多尺度结构中的应用；最后，第5节讨论了结论和未

来工作。

2. 基于NURBS的等几何拓扑优化概述

在等几何分析中，使用相同的NURBS函数表示CAD

和CAE模型。一个标准的NURBS曲线包括在 ξ轴上的节

点向量、基函数Rp
i （其中p和n分别表示基函数的阶数和

数量；i是基函数的索引）、相应的控制点Pi，可以表示为

如下形式：

Curve(ξ)=∑
i = 1

n

Rp
i (ξ)P i （1）

需要强调的是，基函数Rp
i 是由一系列正权重因子ωi

和递归的B样条基函数N p
i 定义的，如下所示：

Rp
i (ξ)=

N p
i (ξ)ω i∑i = 1

n N p
i (ξ)ω i

（2）
通过在η轴和 ζ轴中添加节点向量，可以从公式（1）

中获得高维情况，可以表示如下：

Surface(ξη)=∑
i = 1

n ∑
j = 1

m

Rpq
ij (ξη) P ij

Solid(ξηζ )=∑
i = 1

n ∑
j = 1

m ∑
k = 1

l

Rpqr
ijk (ξηζ )P ijk

（3）

式中，m、j和 q分别是 η方向基函数的数量、索引和次

数；l、k和 r分别是ζ方向基函数的数量、索引和次数。

对于线性各向同性弹性问题，采用Galerkin方法表示

的平衡方程可以写成以下形式：

∫
Ω

ε(vh )T Eε(uh )dΩ = ∫
Ω

fvhdΩ + ∫
ΓN

hvhdΓN （4）
式中，Ω和ΓN分别表示设计域和其Neumann边界；ε是应

变向量，E是弹性张量矩阵；f和h分别代表体积力和预

设的边界牵引力向量；uh是试验解位移，vh是权重，其中

上标h表示uh和 vh属于H1空间。g表示预设的边界位移向

量。考虑一个包含所有NURBS基函数的集合A和一个包

含在Dirichlet边界上等于 0的基函数的子集B，为了求解

公式（4），试验解位移uh和权重 vh的第 i个单元应该由控

制变量的基函数插值得到。
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i = ∑

jÎA\B
Rj gi + ∑

iÎB
Ridi

vh
i = ∑

jÎA\B
Rjei                    

（5）

式中，e是满足所有vhÎH 1的任意值；g和d分别表示狄利

克雷边界的位移和其他位移。将公式（4）代入公式（3）

中，Galerkin形式可以写成更紧凑的矩阵形式，如下所示：

Kd =F （6）
式中，单元的刚度矩阵K和载荷向量F可以表示为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Kij = ∫
Ω

ε(Ri )
T Eε(Rj )dΩ

Fj = ∫
Ω

fRjdΩ + ∫
ΓN

hRjdΓN

（7）

这里以经典的最小柔顺度问题为例给出等几何拓扑优

化数学模型。基于NURBS的密度场的最小柔顺度问题的

表述如下：

          find    ρ ijk (i = 12...n ; j = 12...m ; k = 12...l)

          min   J(uρ)= ∫
Ω

ε(u)T E(ρ)ε(u)dΩ

s.t.   

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

G(ρ)=
1
||Ω ∫
Ω

ρ(ξηζ )v0dΩ -V0 £ 0

a(uδu)=L(δu) u|ΓN
= g "δuÎH(Ω)

0 £ ρ ijk £ 1

                       

（8）

式中，ρ表示控制点的密度；J(·)是目标函数；G(ρ)是体积

约束；ν0 是单元的体积分数，V0 表示最大允许材料；

a (uδu) = L(δu)表示平衡方程的双线性形式，其中δu是在

运动可允许空间H(Ω)中的虚拟位移场，a是应变能，L是

外部载荷所作的功。与经典的 SIMP基于拓扑优化相比，

等几何拓扑优化中的密度函数 ρ是由公式9所示的控制点

NURBS基函数插值得到，其形式与公式（1）和公式（3）

类似。

ρ(ξηζ )=∑
i = 1

n ∑
j = 1

m ∑
k = 1

l

Rpqr
ijk (ξηζ )Φ ijk （9）

在公式（9）中，Φ ijk是控制点的密度。然后，可以

通过计算目标和约束函数相对于控制点密度的导数来获得

公式（8）中目标和约束函数的灵敏度，设计变量通过优

化方法进行更新，如最优性准则（OC）[31]和移动渐近

线法（MMA）[32]。如果满足收敛条件，则可以得到优

化后的构型。

3. 基于等几何拓扑优化的人辅助设计

3.1. 面向复杂设计域的等几何拓扑优化

为了与CAD建模系统兼容，等几何拓扑优化应该使

用NURBS。然而，在处理具有复杂初始设计域或几何约

束的工程模型时，NURBS的张量积表示阻碍了等几何拓

扑优化[24]。这个问题的根本原因是使用完整的NURBS

面片来表示复杂的几何模型非常困难，且由于CAD模型

的B-rep，CAD建模系统中不存在三维样条体，这使得适

合等几何分析的模型难以获得。值得注意的是，独立于分

析网格的连续密度插值技术已经被用来构建不规则设计域

的密度场[33‒34]，并具有实现复杂设计域等几何拓扑优化

的潜力。然而，该类方法分离了密度场和物理场。为了更

好地解决这个问题，一种新的用于实现复杂模型分析的等

几何分析方法最近被提了出来[35]。这种等几何分析基于

嵌入域，并能够分析任意几何形状的复杂模型。在本节

中，将介绍嵌入域等几何分析的两个关键问题：①如何在

嵌入域中识别单元类型；②如何完成裁剪单元的数值积分。

在基于嵌入域的等几何分析中，不规则模型可以被嵌

入规则域中，从而可以使用简单的非匹配结构网格来近似

解场，避免生成贴合边界的网格。如图2所示，嵌入域的

单元分为三种类型：①虚拟单元、②实体单元和③裁剪

单元。

通过计算嵌入域网格顶点到CAD模型边界的有向最

小距离[如图3（a）中由dI和dJ表示的点 I和点 J的有向最

图2. 嵌入域模型示例。
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小距离值]，可以得到所有顶点的有向最小距离，并可将

该距离用作构建CAD模型隐式表示的水平集函数值。在

隐式表示中，CAD模型边界由零水平集等值面表示。在

本文中，CAD模型中顶点的有向最小距离（即水平集函

数值）被定义为正值，而CAD模型外的顶点的有向最小

距离被定义为负值。因此，根据以下判定规则，嵌入域网

格的单元可以分为实体单元、裁剪单元和虚拟单元，如

图 3（b）所示：①如果所有顶点的有向最小距离都是正

的，则该单元是实体单元；②如果顶点的有向最小距离既

有正值又有负值，则该单元是裁剪单元；③如果所有顶点

的有向最小距离都是负的，则该单元是虚拟单元。文献

[35]中提出了一种高效的单元分类方法，该方法只需计算

裁剪单元顶点的水平集函数值即可实现。

基于上述的隐式表示，可以通过对裁剪单元实体域中

的积分高斯点来实现数值积分。使用顶点的水平集函数

值，可以通过插值计算高斯点的水平集值，具体如下：

ϕ =∑
A

NAϕA （10）
式中，ϕ是高斯点的水平集函数值，NA和ϕA分别是对应嵌

入式域单元的第A个顶点的形状函数和水平集函数值（注

意，由于仅计算了嵌入域网格顶点的有向最小距离，因此

本文使用了线性插值；当使用更多点计算有向最小距离

时，可以使用更准确的插值规则）。如果水平集函数值不

是负数，则应保留属于实体域的高斯点。否则，该高斯点

位于虚拟域中，应予以移除。为了增加积分的精度，采用

了自适应细分方法，将裁剪单元细分为4个子单元（二维

问题）或八个子单元（三维问题），以增加高斯点的数量。

这种细分方法可以进行多层级细分，直到积分精度满足要

求。该方法已成功应用于处理等几何分析中被裁剪单元的

积分[36‒37]。图4显示了嵌入域高斯点生成的示例。

基于以上的单元分类和裁剪单元积分，可以在嵌入域

中分析不规则几何的复杂模型。使用基于嵌入域的等几何

分析，可以以简单规则域相关的方式实现复杂的设计域的

等几何拓扑优化。

3.2. 等几何拓扑优化结果可编辑模型的自动生成

在完成复杂设计域的等几何拓扑优化后，需要生成设

计结果的CAD模型。由于拓扑优化的结果模型通常需要

进一步编辑以适应下游应用[如制造、原型制作、验证和

（设计）探索[38] ]，工业界需要拓扑优化结果的可编辑

CAD模型。本文提出了一种基于等几何拓扑优化可编辑

模型的自动生成方法，创新地将基于B-rep的CAD构造方

法与等几何拓扑优化相结合，生成可选择和可编辑的等几

何拓扑优化结果的B-rep表达CAD模型。

为了充分利用等几何拓扑优化中统一几何表示优势，

设计变量被用作控制点的高维坐标。因此，二维问题中的

等几何拓扑优化结果由三维 NURBS 曲面表示[如 S(x, y, 

ρ)]，其中前两个维度对应于设计域的二维坐标，第三个

维度表示设计变量的值。在三维等几何拓扑优化问题中，

结果由四维超曲面表示[如HS(x, y, z, ρ)]。接下来，从超曲

面中逐层提取一系列 NURBS 曲面，例如，提取一系列

S(x, y, ρ) = HS(x, y, z = zβ, ρ)，其中 zβ是第β层控制点的 z坐

标（提取也可以在x或y方向上实现）。通过这种方式，三

维等几何拓扑优化结果可以由多层NURBS曲面表示。

受到几种成熟的几何算法（如面/平面相交算法、曲

面蒙皮算法和平面裁剪算法）以及Costa等[39‒40]的后处

理方法的启发，三类几何算法和后处理过程被整合到同一

个系统中来处理分层等几何拓扑优化结果。对于二维问

题，传统的等值线提取方法被面/平面相交算法替代，并

以裁剪平面形式表示结果。对于三维问题，从等几何拓扑

优化的定义到构造三维B-rep表达CAD几何模型的新过程

如图5所示。整个构造过程可以分为5个步骤：

图3. 顶点有向最小距离与单元分类。（a）顶点有向最小距离；（b）嵌入

域网格单元分类。

图4. 嵌入域高斯点生成示例。
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步骤1：等几何拓扑优化问题求解。

这里假设三维等几何拓扑优化问题使用六面体网格作

为其控制网格。经过标准的等几何拓扑优化过程后，通过

将设计变量视为高维坐标，得到的四维超曲面将被若干

NURBS曲面替代，具体如下：

HS(x1x2x3ρ)=Sβ (x1x2ρ), β = 12N （11）
式中，x1、x2和 x3代表控制点的坐标；N表示 x3方向上的

层数；Sβ是沿着 x3方向的第β层表面，可以存储在标准的

CAD数据（如 IGS文件）中。

步骤2：轮廓线构造。

在这一步中，从每个表面层中提取闭合的等高曲线。

类似于等高线求交的方法，每层NURBS曲面与一张高度

在0到1之间的阈值平面相交。阈值平面的高度值是根据

优化约束（如体积约束）来选择的，可以使用二分法来确

定高度。闭合的等高曲线可以表示为：

Cβ (x1x2 )= Sβ (x1x2ρ)Pβ (x3 = ρ t ) （12）
式中，Cβ是沿 x3方向的第β层的封闭等高曲线；Pβ是阈值

平面，其高度为x3 = ρt，ρt是阈值密度。

面/平面相交算法是一种成熟而准确的几何算法[41‒

42]。追踪方法是一种被证明广泛而有效的求解面/平面相

交的方法[43]。使用面/平面相交算法提取的轮廓曲线的输

出是多个序列不同高度处的闭合NURBS曲线。

步骤3：侧表面构造。

在这一步中，B-rep表达的优化模型的横截面曲线序

列被用来生成侧表面LS(·)，具体如下：

LS(x1x2x3 )= ∫Cβ (x1x2 )dx3 （13）
式中，侧面可以看作是沿着x3方向对剖面曲线进行积分。

在这一步中，使用表面蒙皮算法生成B-rep表达的优

化模型的侧表面的NURBS信息。蒙皮是通过一组曲线形

成表面的过程[44‒45]。这实际上是CAD系统中的放样操

作，在几十年前被广泛用于汽车和航空航天工业[46]。此

步骤中的输入曲线应满足某些条件，例如，相应的曲线应

在相同方向上，并且不同高度处的截面曲线的拓扑应保持

一致。所获得的截面曲线被用作表面蒙皮过程的输入数

据。最终得到以NURBS表示的外部和内部侧表面作为本

步骤的结果。

此外，一个轮廓可能对应于相邻层中的两个或多个轮

廓，这将导致拓扑结构的改变。然而，只要相邻层之间的

距离足够小，就可以使用一层的轮廓曲线，通过曲面拉伸

来构建两层之间的侧面曲面。此外，可以使用表面桥接算

法[47]提高实体模型的精度。

图5. 等几何拓扑优化结果模型的总体构造过程。
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步骤4：顶/底面的构建。

为生成 B-rep 表达实体模型，需要构建每个实体边

界。在这一步中，采用平面裁剪算法[48]生成顶面和底

面。这一步的输入数据是顶部和底部层中的轮廓曲线以及

该层的高度。输出数据是以裁剪平面的形式表示的顶面和

底面，如下所示：

Poutput =P input (A <C)C （14）
式中，Poutput和Pinput分别为输出和输入的面片；A < C表示

轮廓曲线C内部的区域。

步骤5：CAD模型生成。

最终的CAD模型以B-rep形式表示，它包含整个边界

的顶点、边和面。完成以上步骤后，已经生成了侧面和顶

部/底部裁剪面片。因此，最后一步是将每个表面和面片

的 IGS文件组合起来，这可以通过修改 IGS文件来完成。

总之，本文提出的方法借助多种几何算法，通过5个

步骤生成了一种可选择和可编辑的CAD模型，该模型基

于等几何拓扑优化结果。需要注意的是，该CAD模型是

一个精确的B-rep表达CAD模型，其几何信息直接来自于

控制点的坐标和密度。

3.3. 基于等几何拓扑优化的人辅助设计流程

在HAD中，人只需要定义一个设计域和需求（即等

几何拓扑优化的约束条件），然后计算机会自动生成一个

符合所有需求的高性能优化后的CAD模型。在本研究中，

等几何拓扑优化生成的CAD模型由NURBS表示，因此可

以进行编辑，并且可以由人进一步修改以满足需求。

基于等几何拓扑优化的HAD的流程如图6所示。计算

机在HAD中扮演主导角色，可以在几乎没有人干预的情况

下完成大部分设计工作。此外，计算机通过等几何拓扑优

化迭代优化结构，以获得最佳性能的结构。与传统CAD依

赖于人的经验不同，等几何拓扑优化是自动的且基于优化

理论。由于CAD建模，CAE分析和等几何拓扑优化使用

相同的数学表示，优化结果包括几何信息，可以使用标准

几何算法自动生成可编辑的CAD模型。在HAD中，只在

图6. 基于等几何拓扑优化的HAD流程图。
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以下两个主要方面需要人的交互值：①定义优化问题和约

束以满足设计要求，以及②修改优化的CAD模型以进一步

改善产品设计。因此，人在HAD中扮演辅助角色，这就是

将这种新的设计模式称为“HAD”的原因。

4. 人辅助设计的实现与应用

4.1. 规则设计域的人辅助设计

在HAD中，当计算机接收到优化问题的边界条件输

入时，它将自动启动等几何拓扑优化程序。通过自动生成

方法，将生成等几何拓扑优化结果的CAD模型。这里通

过一个简单的悬臂梁示例以说明自动生成方法并验证该方

法的效果。悬臂梁的设计域和边界条件如图7（a）所示。

设计域被分别划分为40 × 20 × 20和60 × 30 × 30的二次三

维NURBS单元，结构体积分数设置为VF = 0.3，杨氏模

量和泊松比分别为1和0.3。输入载荷F = 1施加在右侧面

的中心位置并垂直向下。左侧面施加固定约束，设计目标

是实现最小的相容性结构。图 7（b）显示了六面体三维

等几何拓扑优化控制网格，其比例缩小到 14 × 7 × 7，以

避免在图中显示过多的控制点。

图 8显示了用单元表示的三维悬臂梁的优化结果结

构。可以看出，两种网格尺度的优化几何形状是一致的，

这证明了所提出的等几何拓扑优化方法的网格独立性。该

图仅显示控制点密度大于密度 ρ = 0.5的单元。图9显示了

具有 40 × 20 × 20单元的三维悬臂梁的迭代历史记录。在

等几何拓扑优化程序的 53次迭代后，悬臂梁的最小柔顺

度优化为29.86。接下来，将三维悬臂梁的NURBS信息输

入到自动生成方法中生成CAD模型。

图 10展示了自动生成方法的详细过程。该方法的输

入是NURBS信息（包括节点向量、控制点坐标和密度），

这些信息是从等几何拓扑优化程序中获得的。首先，按层

提取控制点密度，用多个三维NURBS曲面代替四维超曲

面结果。控制点层的选择可以沿着 x、y或 z方向进行，每

层之间的距离可以是不均匀的。在本例中，沿 y方向选择

了 20层，它们之间的距离是均匀的，如图 10（a）所示。

其次，将这些NURBS曲面逐个输入到面/平面相交过程

中，如图 10（b）所示。图 10（c）~（e）展示了三个典

型的面/平面相交过程，其中黄色突出显示交点曲线，灰

色表示阈值平面。应注意选择阈值平面的高度值，以满足

优化约束条件，并使得每层与阈值平面的交点具有相同的

相对高度，以生成等高曲线。这 20个NURBS曲面的面/

平面相交过程的输出是 20个闭合等高曲线。为了减少控

制点的数量，可采用数据缩减方法[49‒50]。再次，将这

些等高曲线输入到表面蒙皮过程中，生成一个横向表面，

如图 10（h）所示。在这一步骤中，采用了NURBS曲线

重构过程，将每个曲线的控制点数量统一为 50个。为了

构造平滑的表面，应合适地选择蒙皮过程的阶数，在本例

中选择10。图10（j）显示了表面蒙皮过程的输出。接下

来，应使用平面裁剪算法构造顶部和底部边界，如图 10

（f）所示。该过程的输入是来自顶部/底部层的等高曲线

和它们的高度。输出片段如图 10（i）和（k）所示。最

后，将上述所有模型边界，包括横向表面和顶面/底面，

组合在一起生成最终的CAD模型，如图10（l）所示。

理论上，最终CAD模型的精度取决于每一种几何算

法的精度选择。在这个悬臂梁的例子中，顶部轮廓曲线有

图7. 三维悬臂梁的设计域。（a）边界条件；（b）IGA控制网格的三维

表示。

图9. 规模为40 × 20 × 20单元的悬臂梁的等几何拓扑优化收敛过程。

图8. 三维悬臂梁的优化后结构。（a）40 × 20 × 20单元；（b）60 × 30 × 
30单元。
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286个控制点，面/平面相交算法的误差精度选择为0.001。

表面蒙皮算法的阶数和曲线重构控制点数量也会影响

CAD模型的精度。自动生成方法构建的最终等几何拓扑

优化CAD模型在CAD系统中是可选取和可编辑的。图11

（a）显示了等几何拓扑优化CAD模型在CAD系统中的控

制点，设计人员可以通过更改控制点坐标的方式来编辑模

型。图11（b）是一个编辑示例，设计师通过更改左侧的

控制点来提升模型的可制造性。通过这种方式，等几何拓

扑优化模型可用于任何进一步的流程，包括CAE分析和

形状优化。

图10. 基于等几何拓扑优化结果构建可编辑CAD模型的流程。（a）等几何拓扑优化结果曲面；（b）面/平面相交过程；（c）顶部表面；（d）中部表面；

（e）底部表面；（f）平面裁剪过程；（g）每层的轮廓曲线；（h）表面蒙皮过程；（i）顶部面片；（j）侧表面；（k）底部面片；（l）等几何拓扑优化结果

模型。
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4.2. 复杂设计域的人辅助设计

为证明所提出的方法可用于不规则设计域，这里采用

半个汽车零件作为等几何拓扑优化算例。如图12（a）所

示，一个嵌入到具有 36 × 36 × 18 = 23 328 个二次三维

NURBS单元的规则域内的半个汽车零件受到一个F = 104

的向下的力，设计域的右侧面被固定。在本例中，杨氏模

量和泊松比分别为109和0.3。设计目标是在体积分数约束

VF = 0.4的情况下实现具有最大刚度的结构（即最小的柔

顺度）。图12（b）显示了由相对密度大于0.5的单元表示的

最终优化结构，其中优化结果完全在不规则设计域内。经

过197次迭代，等几何拓扑优化收敛，最小柔顺度为5.47 × 

104。图13显示了汽车零件的优化迭代曲线。

该自动生成方法可以自动生成一个优化结果的可编辑

CAD模型，如3.2节的描述。这个例子包含一个树状分支

结构。通常情况下，这种情况可以使用骨架化技术来处理

[51]，但这种技术可能会丢失截面的几何信息。在本文方

法中，如图14所示，最终的边界表示的CAD模型被成功

构建。然而，在截面曲线序列中存在多个拓扑变化，意味

着模型的侧面无法仅通过表面蒙皮算法获得。因此，这里

引入了双轨扫描和表面桥接算法[47]来处理不同截面层之

间的拓扑变化。分支状结构如图14（b）所示。桥接表面

和蒙皮表面之间的连续性可以达到G3，意味着表面的控

制点会均匀地改变，没有变异点或跳跃点。最终的汽车零

件CAD模型与CAD系统兼容，设计师也可以进行编辑。

该例子表明，等几何拓扑优化结果的自动生成对于不规则

的CAD模型也是有效的。

4.3. 多尺度等几何拓扑优化的人辅助设计

本 算 例 中 ， 研 究 了 Messerschmitt-Bölkow-Blohm

（MBB）梁[52]的设计，以测试多尺度等几何拓扑优化方

法的有效性。使用等几何映射策略[53]和形状插值技术将

变密度体心立方（BCC）晶格填充到MBB梁中。图15展

示了MBB梁的设计域，其长度L = 250，宽度W = 41.67，

高度H = 50，离散为 60 × 10 × 12个二次单元。在顶面中

央施加F = 1000分布力，并且对左右底面支撑边缘的位移

进行部分固定。体积分数设置为 0.5。基材的杨氏模量为

图 11. CAD 系统中的模型编辑。（a）曲面的控制点；（b）修改后的

模型。

图12. 半个汽车零件模型的边界条件（a）与优化后的结构（b）。

图13. 汽车零件等几何拓扑优化的收敛历史。

图 14. 汽车零件的自动生成过程。（a）沿 x 方向的所有轮廓曲线；

（b）边界表示的CAD模型。
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Es = 2750，泊松比为μ = 0.38。当两次迭代之间的相对差

异小于0.01或最大迭代次数达到200时，优化将被终止。

图 16展示了MBB梁在全局体积分数被限制为 0.5时

的优化后的变密度点阵夹层结构。可以看到，在上面板到

下面板的支撑区域沿主要力传递路径分布具有高密度的高

刚度体心立方晶格，构成主要的力传递路径。大量低密度

体心立方晶格位于次要力传递路径上，有助于抵抗剪切变

形并稳定地支撑上下实心面板。

如图17所示的收敛历史记录，迭代次数为180次。多

尺度等几何拓扑优化的MBB梁的柔顺度为596.3。与全局

体积分数限制为 0.5的传统均匀晶格夹层结构[52]相比，

通过多尺度等几何拓扑优化改进了24.66%的柔顺度性能。

值得注意的是，图 16中的微观结构单元在其界面处有锐

利的变化，可能会导致严重的应力集中。采用有效的方法

可以解决这个问题，如参考文献[54]中的方法。

5. 总结和展望

本文提出了一种通过等几何拓扑优化实现的新型

HAD 模式。在 HAD 中，计算机在设计过程中起主导作

用，通过等几何拓扑优化自动生成高性能的可编辑产品结

构，而人（即设计人员）只需在必要时轻微修改优化后的

结构以满足设计要求。本文采用相同的NURBS表示方法

进行建模、分析和拓扑优化，提出了一套嵌入式域方法将

等几何拓扑优化从规则设计域扩展到不规则设计域。引入

基于CAD操作的模型自动生成方法，生成等几何拓扑优

化结果的可编辑模型。通过三个算例验证了所提出的

HAD的有效性。第一个算例演示了可编辑优化结果能够

自动生成。第二个算例说明了HAD可以成功处理不规则

设计域的设计。第三个算例展示了HAD在复杂几何结构

的多尺度设计中的优势。

本文中，为确保积分的准确性，裁剪单元的分层细分

图16. 全局体积分数约束为0.5的情况下的MBB梁优化设计。

图17. MBB梁的多尺度等几何拓扑优化迭代曲线。

图15. MBB梁的设计域。
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可能会大幅增加积分点的数量。此外，由于三维优化的

CAD模型是基于截面层的轮廓曲线构建的，如果相邻层

之间的拓扑结构发生了巨大变化，则难以自动生成连接

面。将来，将专注于解决这两个问题，并将所提出的等几

何拓扑优化扩展应用到其他问题，如热传导[55]、流-固耦

合[56]和电磁学[57]。
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