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智能工艺规划是智能制造系统中的重要组成部分。从制造流程角度出发，工艺规划（process 
planning, PP）连接着产品设计和实际生产，有着承上启下的关键作用。PP属于非确定性多项式时
间困难（NP-hard）问题，现有的问题模型都是非线性形式，因此不能够通过求解现有模型来得到
问题的精确解。从工艺网络图的拓扑结构出发，本文提出了一个全新的混合整数线性规划（mixed-
integer linear programming, MILP）数学模型，并通过三种优先关系矩阵讨论了网络图中工序的优先
关系。该模型能够凭借常用的数学模型求解器，如CPLEX、Gurobi等，来搜寻并获得大部分算例
的最优解。该模型通过在5组公开的著名数据集上的测试，证明了其通用性和有效性。实验结果有
力地说明了所提模型能够有效地解决工艺规划问题，并获得比当前最先进算法更好的解。
© 2021 THE AUTHORS. Published by Elsevier LTD on behalf of Chinese Academy of Engineering and Higher 

Education Press Limited Company. This is an open access article under the CC BY-NC-ND license  
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).
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1. 引言

智能制造包含智能制造技术和智能制造系统[1–3]。
智能工艺规划（process planning, PP）属于重要的智能

制造技术，在智能制造系统中扮演着重要的角色[4,5]。
PP能够有效地缩短生产周期，提高产品质量，并进一

步降低资源和能源的消耗[6]。因此，PP在工业应用与

研究中获得了较多的关注。然而，因为PP问题内部存

在着大量的柔性，导致在实际生产场景中很难得到最优

的工艺规划路线[7]。
解决传统的PP问题通常需要三个步骤：工艺选择、

资源分配和工序排序[5]。通过第一步的工艺选择来确

定不同加工特征所需要的工艺及工序，并基本确定工艺

路线的总长度。然后，通过分配机器、刀具等资源，来

确定各工序的加工资源分配，预获取相关加工参数，例

如加工时间等。最关键的工序排序一般是最后执行，且

排序过程必须遵循该工件工艺网络图中的优先关系约束

[8]。例如，粗铣工序和粗磨工序必须安排在精铣工序和

精磨工序之前执行，镗孔工序必须排在钻工工序后[9]。
PP问题已经被证明是非确定性多项式时间困难

（nondeterministic polynomial-time-hard, NP-hard）问题

[6,10]，这也意味着仅仅依靠传统的梯度下降法、图论

法和仿真方法很难实现PP问题的求解。因此，多数研

究者试图引入元启发式算法来求解PP问题[11]。当前

主要的求解方法包括遗传算法（genetic algorithm, GA）

[7,12]、禁忌搜索算法（tabu search, TS）[13]、粒子群优
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化算法（particle swarm optimization, PSO）[8]、蚁群优

化算法（ant colony optimization, ACO）[14]和蜜蜂配合

优化算法（honey-bees mating optimization, HBMO）[10]。
这些算法能够在较短时间内获得近优解，更侧重算法的

求解效率而不是解的最优性。

在此研究背景下，大部分公开PP问题的最优解至

今还未找到[8,15]。其中一个重要的原因是当前研究更

多关注的是如何提高智能算法的性能，而不是去研究

问题的数学模型，尤其是混合整数线性规划（mixed- 
integer linear programming, MILP）模型[14]。有效的

MILP模型能够通过数学规划求解器求解，如CPLEX、

Gurobi等，并在一定条件下稳定地获得最优解。但是，

模型的求解效率与问题的规模相关，随着问题规模的

逐渐增大，模型的求解效率会迅速降低，甚至在相当

长的计算时间内无法获得可行解[16]。这也是当前PP
的研究重点不在模型上的重要原因。此外，当前PP的
MILP研究还处于一种“妥协”状态，即当前模型都是

基于工艺特征建立的[8,14,17]。这种类型的模型通过将

原始工艺图转换成工艺特征表来简化表达，但是这种

转化会改变工艺网络图的原始信息，甚至改变原问题

的解空间结构而导致最优解的丢失（该部分的讨论将

在第3.3节展开）。当然，也有一些建模方法能够规避

上述情况的发生，但它需要复杂的前序处理操作[18]，
而当工件的工艺网络图较为复杂时，这种前序处理操

作会非常繁琐费时。

为了添补当前研究工作的空白，本文提出了一个全

新的基于PP网络图拓扑结构的MILP数学模型，本文的

主要贡献如下：

（1）与现有研究中的模型相比，本文所提的基于网

络图OR节点的MILP模型不需要任何工艺特征转换或前

序处理操作。

（2）工序的优先关系在本文中进行了详细的讨论，

并提出了三种优先关系模型来分析论述工序的优先关系

约束。

（3）通过通用代数建模系统（general algebraic mode - 
ling system, GAMS）调用CPLEX求解器对所提模型进

行求解，成功得到了现有文献中大部分开放问题的最优

解[8,15,16]。
本文的后续部分组织如下：第2节介绍相关的研究；

第3节介绍所提的模型细节和上文所提的相关分析；第4
节是验证实验部分，验证所提模型的优越性；第5节则

进行了总结和对未来工作的展望。

2. 相关理论与研究介绍

关于PP问题的研究主要可以分为两类：算法相关的

研究与模型相关的研究。Xu等[6]和Leo Kumar [4]在PP
问题上已经做了很全面的综述工作。智能算法，如GA、

模拟退火（simulated annealing, SA）算法、TS算法和

PSO算法已经在解决PP问题上展现出了足够的优势，并

且已经广泛地应用到该问题的求解中。为了求解复杂棱

柱形零件的PP问题，Li等[19]提出了一种由GA和SA组

成的混合算法。通过基于Hamming距离的解搜索和选择

策略，该混合算法的局部搜索能力得到了有效的加强。

Hua等[20]基于GA提出了一种合成算法来搜索PP问题

的最优或近优解。Li等[15]提出了一种有效的基因编程

（genetic programming, GP）算法，来操作工艺网络图中

的OR节点支路。考虑刀具和进给速度等制造资源的选

择，Shin等[21]提出了一种共生进化算法来优化三个目

标，包括机器负载平衡、零件移动最小化和换刀次数最

小化。Wang等[22]提出了一种包含两类局部搜索策略

的PSO算法求解PP问题，也取得了不错的效果。后来，

Li等[8]也提出了改进的PSO算法来求解考虑工件转运

时间的PP问题。Liu等[14]将ACO算法与问题的约束矩

阵和状态矩阵结合，并成功应用于求解两类柱状零件的

PP问题。

虽然智能算法解决PP问题方面取得了一些成果，

但由于元启发式算法不能保证解的最优性，所以在大多

数现有PP实例中，解的质量还可以通过数学模型进一

步提高甚至优化到最优。此外，数学模型作为一种问

题的表述方法，能够帮助研究者进一步地理解和探索问

题[23]。因此，进行PP问题的模型相关研究意义深远。

Floudas和Lin [24]基于时间表示方法，分析研究了几种

PP的混合整数规划（mixed-integer programming, MIP）
模型，并提出了几种有效的优化方法来提高模型的计算

效率。着眼于PP与调度的互补属性，Li等[25]建立了PP
与调度集成的数学模型。Xia等[26]基于工艺特征的思

路提出了可重构PP问题的数学模型。同样是基于工艺

特征的方式，Jin和Zhang [16]建立了考虑机器间转运约

束的PP问题的数学模型。

据目前调研所知，现有的PP问题数学模型都是基

于工艺特征建立的[8,14,17]。虽然这种表示方法能够描

述大部分类型工件的工艺，但是仍然不可避免地加入一

些本来不存在的工序紧前关系约束[16]。与之相比，本

文所提的基于网络图的表示法比基于特征的表示法更能
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表示原有的工艺信息，而不会添加额外信息。本文提出

了一个直接基于工艺网络图拓扑结构的MILP模型，该

模型能够描述所有类型的PP制造柔性，而不添加或遗

漏任何约束。通过求解所提模型，成功获得了一些著

名数据集的新最优解。

3. 工艺规划 MILP 数学模型

3.1. 问题描述

PP问题中包含的柔性类型有工艺柔性、机器选择柔

性和工序序列柔性，常用的表示方法有Petri网络[27]、
工艺特征表[28]、AND/OR图和网络图等[29,30]。图1为
某工件的制造柔性通过网络图表示的示例，网络图由5
类节点构成：虚拟的开始节点和终止节点，表示加工的

开始和结束；表示工序的中间节点；以及配合起来表示

工艺约束的OR节点和JOIN节点[15]。中间节点包含工

序序号、可选加工机器号以及对应的加工时间三种信

息。例如，中间节点6表示的是工序6能够在序号为3、
7和13的机器上加工，且对应的加工时间分别为44、48
和49。这里的加工时间单位按照原始数据被省去。被箭

头链接的两两工序之间有着优先关系约束[21]，如图1
中节点2和3之间的箭头表示工序2必须在工序3之前加

工。而没有箭头链接的工序之间不存在这种优先关系约

束。此外，介于一对OR节点和JOIN节点的支路只能有

一条被选择，包含在支路里面的工序配合其他工序组成

一条可行的加工路线[29]。以图1为例，如果节点OR1
和JOIN1之间选择支路2 → 3，节点OR2和JOIN2之间

选择工序7，则其中一条可行的加工路线可以是：1 → 2 
→ 3 → 5 → 6 → 7 → 9 → 10。

3.2. 工序间的优先关系

根据模型中0-1二元变量的定义，PP问题的建模方

式可以分为三种[31]：

qjj′

变量θjt会引入比其他两种类型更多的派生变量和

约束，因此现有的PP问题建模研究中鲜少提及。基

于位置的变量ρjt描述的是工序在一条序列中的位置序

号[16,32,33]，被较多地应用在现有的模型相关研究

[24,34,35]中。作为对比，本文所提的MILP模型则是首

个基于第三种类型变量qjjʹ建立的模型。

以图2中网络图表示的工件为例，其中一条可行的

加工路线为：1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 6 → 7 → 8 → 9。
因为工序1在其他所有工序的前面加工，所以根据变量

q1jʹ的定义可以得出：q1jʹ = 1，其中jʹ = 2, …, 9。工序2在
工序3到工序9前面加工，因此q2jʹ = 1，其中jʹ = 3, …, 9。 
以此类推，矩阵Q = [qjjʹ]中等于1的变量总数为(n – 1)n/2， 
其中n表示工序总数，同样也等于该工序序列的总长度。

图3展示了由工序序列生成Q矩阵的过程。

在一条已经确定加工顺序的序列中，任意两两工序

之间都存在一个优先关系。因此，可以通过一个n × n
图1. 工艺网络图示例。OR1、OR2、JOIN1、JOIN2分别表示1号OR
节点、2号OR节点、1号JOIN节点和2号JOIN节点。
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矩阵来表示一条工序序列中包含的所有优先关系，即上

述的矩阵Q。矩阵Q可以被看作是工序序列优先关系的

完全表达矩阵（completely expressing matrix, CEM），因

为它包含了一条序列中所有的优先关系。通过观察和分

析发现，CEM Q的特征约束可以总结如下：

（1）CEM Q对角线上的元素都等于0。

  （1）

（2）关于对角线对称的两元素之和等于1。

  （2）

（3）任意两列元素之和互不相等。

  （3）

式（1）指代的是优先关系只存在于两个不同工序

之间。式（2）指代的是两工序之间只能存在一种优先

关系。CEM Q中的每列元素之和等于该列对应工序在

序列中所处的位置序号，根据位置的唯一性推断出式

（3）成立。CEM Q矩阵包含了一条序列的所有优先关

系，可以根据序列的CEM Q来判断该序列是否满足网

络图中的优先关系约束。

引入符号sjjʹ来表示图2中网络图的优先约束：

根据定义，对应的矩阵S = [sjjʹ]如图4所示，其中S
矩阵中的“1”对应于网络图中的箭头，表示优先关系

约束。如果一条工序序列满足工艺网络图中的优先约

束，则其序列的CEM Q应该与矩阵S有如下关系：

  （4）

矩阵S可以从网路图中生成，但是在序列未定前，

CEM Q则是未知的。由此，式（4）是用来约束未知的

CEM Q的。

CEM中等于“1”的元素数量为(n – 1)n/2，但是并

不意味着定义一条工序序列需要(n – 1)n/2个 “1”。实际

上，定义一条序列所需的最小“1”总数为n – 1个。以

序列1 → 2 → 3 → 4 → 5 → 6 → 7 → 8 → 9为例，只需

要定义两两相邻的元素之间的优先关系，就可以确定图2. 工艺网络图实例。

图3. 优先关系矩阵转换示例。
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该序列，即q12、q23、q34、q45、q56、q67、q78、q89等于1
即可。从这点出发，定义一个包含等于1的变量数最少

的矩阵V = [vjjʹ]，有利于简化工序优先关系的研究。基

于上述讨论，矩阵可看作是精确表达矩阵（exactly ex-
pressing matrix, EEM），包含定义一条工序序列所需要

的最精确和最少的等于“1”的变量。上述工序序列的

EEM V如图5所示。

因为EEM V包含所有紧邻工序之间的优先关系约

束，所以EEM V同时也能被称作紧前关系矩阵。根据直

接紧邻关系，可以较为容易地通过依次读取EEM V中等

于1的元素来获得一条工艺路线，完成矩阵到序列的转

化。EEM V的特征约束如下：

（1）EEM V中等于1的元素总数等于n – 1。

  （5）

（2）EEM V的行和列中最多只能有1个元素等于1。

  （6）

  （7）

（3）CEM Q与EEM V之间的关系如下。

  （8）

EEM V是CEM Q的简化表达形式，并且二者都能够

定义一条唯一的工序序列。由于矩阵S中对序列优先关系

的不完整表示，使其不能定义一条唯一的工序序列。因

此，在本文中矩阵S也可以被称作优先关系的部分表达矩

阵（partly expressing matrix, PEM）。不难得出，一般情况

图4. 网络图中的优先约束和对应的矩阵S。

图5. 序列的精确表达矩阵。
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下不止一条工序序列可以满足由PEM S表达的优先关系

约束。CEM Q、EEM V、PEM S的对比如图6所示。

3.3. 关于工艺特征表示法与工艺网络图表示法的讨论

现有文献[8,16]中关于PP问题的模型都是基于工艺

特征表示法建立的，如图7（a）中的以工艺特征表表示

的算例。实际上，该算例是由文献[29]中的第18个算例

通过转换得到的，如图7（b）所示。图7（a）、（b）表

达的是同一件工件的工艺信息。

在特征表[8,16]中，工艺特征F2、F5和F9有着可选

的加工工序或加工工序集合，分别与网络图中的三对

OR及JOIN节点相对应。然而不同的是，特征表中同一

工艺特征下的工序集合会被紧前关系约束，而这种约束

在原始的网络图中却是不存在的。例如，如果工艺特征

F2选择了通过工序集合O4~O5来实现，那么在生成的工

序序列中O5必须在O4完成加工后立刻开始加工。但是，

根据网络图图7（b）传达的工艺信息，是不存在这种立

刻开始加工的必要的。这种多余的捆绑可能改变原始的

解空间结构，导致失去找到最优解的可能；而实际上这

个算例就是如此。表1分别展示了通过基于特征的模型

和基于网络图的模型所求得的最优解工序序列，其中带

数字下标的字母M表示的是工序的加工机器号。

观察表1，由基于工艺网路图模型得到的序列可知，

工序O4和O5之间不存在紧前关系约束。此外，基于工

艺网络图模型获得的最优解356优于基于工艺特征模型

获得的最优解357。其实，因为受到了紧前关系的约束，

图6. 三类优先关系矩阵。（a）CEM Q；（b）EEM V；（c）PEM S。

图7. 同一算例的两种表现形式。（a）工艺特征表；（b）工艺网络图。
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通过工艺特征构建的问题解空间是原始网络图表示的解

空间的子集。由此可知，直接根据工艺网络图建立问题

的模型要好于基于工艺特征表的方式。

通过工艺特征表表示的PP问题的工艺柔性是通过

同一加工特征下可选的工序和工序集合实现的，而工艺

网络图表示的PP问题则是通过选择连接在OR节点上的

支路实现。每条支路对应于工艺柔性的一种选择。如图

8所示，OR节点与JOIN节点的序号是自上而下、自左

而右的。如果选择了OR节点1的支路1，那么工序2、3
和4则一定会被选择，此时无论OR节点2选择支路1还
是2，工序5、6、7和8都不会被选择。这是因为，工序

5、6、7和8不仅被OR节点2控制，还被OR节点1的支

路2所控制，而OR节点1的支路2并没有被选择。OR节

点支路选择有效的前提是该节点位于的支路被选择。

引入二进制参数wjrl来描述OR节点对工序节点的控

制功能，参数wjrl定义如下：

以图8为例，对应的wjrl参数值如表2所示。

综上，可将OR节点的控制功能归纳如下：当且仅

当控制工序j的所有支路都被选择，工序j才会被选择；

否则，只要当其中一条控制支路未被选择，工序j就不

会被选择。引入0-1二元变量url来描述OR节点支路的选

择状态，同时引入0-1二元变量xj来描述工序的选择状

态。变量url和xj的定义如下：

qjj′

第3.4节介绍的模型是基于上述两种变量url和xj以及

参数wjrl展开的。

3.4. PP 问题的数学模型

本文中MILP模型是基于优先关系和网络图OR节点

的。大部分的工艺优化目标都是时间相关[8]或者成本

相关[14,18]的，本文的优化目标为最小化总生产时间，

并且考虑工件在机器间的转运时间约束。模型的集合、

下标、参数以及变量展示如表3所示。

总生产时间为模型的目标函数：

  （9）

式（9）右边的第一部分是工件的总转运时间，第

表1 工艺特征模型与工艺网络图模型求得的最优解

Result Feature-based model Network-based model

Optimal process plan O7(M3)–O1(M3)–O12(M5)–O4(M5)–O5(M9)–O13(M9)–O9(M15)–O10(M15)–
O16(M15)–O6(M8)–O17(M10)–O11(M10)

O7(M3)–O1(M3)–O4(M1)–O8(M13)–O12(M13)–O10(M3)–O5(M9)–O13(M9)–
O16(M4)–O6(M8)–O11(M10)–O17(M10)

Production time 357 356

图8. OR节点控制功能的讨论示例。
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二部分是工件的总加工时间。模型的约束如下：

（1）OR节点约束。

  （10）

  （11）

  （12）

式（10）表示的是被OR节点控制的工序不被选择

的前提条件：只要有一条控制工序j的支路未被选择，工

序j就不会被选择。式（11）表示的则是工序被选择的

前提条件：工序不被任何OR节点控制；或者，控制该工

序的所有支路都被选择。式（12）表示的则是工艺柔性

只能选择连接在一个OR节点上的所有支路中的一条。

（2）工序优先约束。

  （13）

  （14）

  （15）

  （16）

  （17）

  （18）

式（13）~（18）表示的是工序之前的优先约束。

表2 参数wjrl值

Values of r and l
wjrl

j = 1 j = 2 j = 3 j = 4 j = 5 j = 6 j = 7 j = 8

r = 1, l = 1 0 1 1 1 0 0 0 0

r = 1, l = 2 0 0 0 0 1 1 1 1

r = 2, l = 1 0 0 0 0 0 1 0 0

r = 2, l = 2 0 0 0 0 0 0 1 0

表3 PP问题数学模型的集合、下标、参数以及变量定义

Items Definition

Sets and subscripts

j, jʹ Operations, j = 1, 2, …, n, where n is the total number of operations

k, kʹ Machines, k = 1, 2, …, K, where K is the total number of machines

r OR-nodes, r = 1, 2, …, R, where R is the total number of OR nodes

l Links, l = 1, 2, …, L, where L is the total number of links of one node

Parameters

sjjʹ The precedence constraints in the network: If operation j is supposed to be processed before operation j’, then sjj’ = 1; otherwise, sjj’ = 0

zjk 1, machine k is optional for operation j; 0, otherwise

wjrl 1, operation j is controlled by the lth link of the rth OR node; 0, otherwise

Tjk The processing time of operation j on machine k

TKkkʹ The transmission time from machine k to k′

M A large enough positive number

Variables

qjjʹ 1, operation j is processed before operation j′; 0, otherwise 

vjjʹ 1, operation j is processed directly before operation j′; 0, otherwise

yjk 1, operation j is processed on machine k; 0, otherwise

url 1, the lth link of the rth OR node is selected; 0, otherwise

xj 1, operation j is selected to process the part; 0, otherwise

MTj The transmission time from the machine processing operation j to the next machine to process the operation

TT The total production time
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与式（1）~（4）不同的是，在这组约束里加入了工序

被选择的前提。式（13）对应式（1），式（14）、（15）

对应式（2），式（16）对应式（3）。式（17）表示

如果工序j和j′未被选择，那么qjjʹ和qjʹj都被设置为0。式

（18）则是确保被选中的工序遵循网络图中的优先关系

约束。

（3）EEM V与CEM Q约束。

  （19）

  （20）

  （21）

  （22）

因为矩阵V只包含两相邻工序的优先关系，工件相

邻工序的转运时间可以借此计算。式（19）~（22）描

述的是矩阵V的自身属性，及矩阵V和Q之间的关系。

（4）机器选择约束。

  （23）

式（23）表示的是被选工序只能选择一台机器执行

加工，且未被选择的工序无须分配机器加工。

（5）转运时间约束。

 （24）

 （25）

式（24）和（25）表述了工序j从当前处理机器到

下一个机器的转运时间。

4. 实验与讨论

通过5组由著名数据集组成的数字实验来验证MILP
模型，所得结果直接与文献报道的其他方法所得的结

果比对。实验平台配置3.7 GHZ和16 GB 随机存取存储

器（RAM）的个人计算机，模型通过GAMS编码并调

用CPLEX进行求解。引入Gap值（%）来评价模型所求

解的质量，该值表示所得解的相对偏差，定义为(BF – 
BP)/BP，其中BF为目标值的当前最好解，BP为当前下

界。Gap值越小，表示当前解越接近理论下界，即质量

越好。求解时间设置为3600 s，如果在该时间内未搜索

到最优解，计算进程就会被中止，并且当前解会被输

表4 机器间的转运时间矩阵[8,18]

Machine
Machine

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 0 5 7 9 10 11 7 6 14 13 12 10 5 6 9

2 5 0 3 4 5 7 2 7 6 4 7 12 10 7 8

3 7 3 0 6 5 4 3 7 2 4 3 5 6 8 9

4 9 4 6 0 4 4 6 7 4 10 12 13 14 15 16

5 10 5 5 4 0 10 12 7 8 9 10 12 11 10 8

6 11 7 4 4 10 0 4 4 5 5 6 7 6 7 8

7 7 2 3 6 12 4 0 5 6 6 6 7 7 7 8

8 6 7 7 7 7 4 5 0 4 2 3 4 2 4 3

9 14 6 2 4 8 5 6 4 0 5 7 4 7 6 8

10 13 4 4 10 9 5 6 2 5 0 8 10 12 14 7

11 12 7 3 12 10 6 6 3 7 8 0 7 10 14 10

12 10 12 5 13 12 7 7 4 4 10 7 0 10 12 10

13 5 10 6 14 11 6 7 2 7 12 10 10 0 8 8

14 6 7 8 15 10 7 7 4 6 14 14 12 8 0 9

15 9 8 9 16 8 8 8 3 8 7 10 10 8 9 0
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出。实验1、2、4和5中机器间的转运时间数据来自文

献[8,18]，如表4所示。

4.1. 实验 1
实验1中的3个算例来自Jin和Zhang [16]，他们提出

类似动态规划（DP）-like的启发式算法。本文中MILP模
型获得的结果与DP-like启发式算法所得结果对比如表 5

所示。第一个对比算例中MILP模型获得的解目标值为

357，好于DP-like启发式算法获得的解目标值360。此外，

MILP模型能够获得并证明全部3个算例的最优解。

4.2. 实验 2
实验2的4个算例来自不同的文献：算例1来自Zhang

和Lee [36]，算例2~4来自Li和McMahon [37]。算例的

详细数据可见原文献。算例的对比结果为Li等[8]提出

的改进PSO算法是当前求解此类组合优化问题最有效的

算法之一。对比结果如表6所示，MILP模型能够获得目

标值更好的解，并且以较短的计算时间（小于1 s）获

得了算例2~4的最优解。

4.3. 实验 3
本组实验的两个算例来自Li等[15]提出的GP算法，

机器转运时间矩阵如表7所示。两个算例唯一的区别是

算例2中的机器2被移除。实验对比结果如表8所示，GP

算法和MILP算法都能找到两个算例的最优解。

4.4. 实验 4
本组实验的17个算例来自著名的Kim数据集[29]，

由18个工件组成，其对比的算法和结果来自文献[8]。
由于文献[8]中工件4的算例数据有问题，因此在本组实

验中不予展示。MILP模型与改进的PSO算法、GA和

SA算法的对比结果如表9所示。在可接受计算时间内，

MILP模型能够找到本组17个算例中的13个最优解。对

于未找到最优解的算例，模型所得解的质量也好于对比

算法解的质量，如算例3、6、12和15。

4.5. 实验 5
实验5的11个算例来自另一组有名的Shin数据集

[21]，其对比计算结果同样来自Li等[8]。因为同样的数

据问题，略去了工件9、10、12、13、15、17和18的对

比。MILP模型与改进的PSO算法、GA和SA算法的对

比结果如表10所示。在可接受计算时间内，MILP模型

能够找到本组11个算例中的9个最优解。对于未找到最

优解的算例，模型所得解的质量也好于对比算法解的质

量，如算例3。

4.6. 实验讨论与分析

通过本节实验发现，MILP模型能够在可接受计算

表5 实验1的结果对比

Cases DP-like heuristic [16] MILP

1 Process plan O12(M5)–O7(M3)–O1(M3)–O4(M10)–O5(M9)–O13(M9)–O9(M15)–
O10(M15)–O16(M15)–O6(M8)–O17(M10)–O11(M10)

O7(M3)–O1(M3)–O12(M5)–O4(M5)–O5(M9)–O13(M9)–O9(M15)–
O10(M15)–O16(M15)–O6(M8)–O17(M10)–O11(M10)

Production time 360 357 a

Computing time — 3546.74

Gap — 0%

2 Process plan O13(M1)–O4(M1)–O2(M1)–O1(M1)–O7(M1)–O8(M1)–O9(M1)–
O12(M1)–O10(M1)–O11(M1)–O5(M1)–O6(M1)–O3(M1)

O13(M1)–O2(M1)–O4(M1)–O1(M1)–O3(M1)–O10(M1)–O11(M1)–
O7(M1)–O8(M1)–O9(M1)–O5(M1)–O6(M1)–O12(M1)

Production time 222 222 a

Computing time — 12.16

Gap — 0%

3 Process plan O1(M2)–O3(M2)–O5(M2)–O6(M5)–O9(M5)–O4(M5)–O7(M5)–
O8(M4)–O2(M4)

O1(M2)–O3(M2)–O5(M2)–O6(M5)–O4(M5)–O9(M5)–O7(M5)–
O8(M4)–O2(M4)

Production time 212 212 a

Computing time — 0.44

Gap — 0%
a Indicates that the optimal solution is found.
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时间内，求得总计37个算例中28个算例的最优解。与

现有高性能的启发式[16]和元启发式算法[8,15]对比，

所提模型能够获得质量更好的解。第4组和第5组实验

是在广泛使用的著名数据集[21,29]上验证的，实验结果

表明了所提模型的优越性。

如表11所示，所提模型包含了4种类型的下标，即

工 序（operation）、 机 器（machine）、OR节 点（OR 
node）和支路（link）；而文献[16]中的模型包含6种下标，

即工艺特征（feature）、工序集合（operation set）、工序

（operation）、机器（machine）、位序（position）和位置

表6 实验2的结果对比

Cases Modified PSO [8] MILP

1 Process plan O12(M4)–O2(M4)–O15(M4)–O16(M4)–O3(M2)–O13(M1)–O8(M1)–
O9(M1)–O10(M1)–O4(M1)–O1(M1)–O17(M1)–O14(M1)–O5(M1) –
O6(M1)–O7(M1)–O11(M1)–O18(M1)

O16(M4)–O15(M4)–O2(M4)–O12(M4)–O1(M2)–O8(M2)–O9(M2)–
O10(M2)–O3(M2)–O5(M2)–O6(M1)–O7(M1)–O14(M1)–O4(M1)–
O13(M1)–O17(M1)–O18(M1)–O11(M1)

Objective value 359 358

Computing time — 3600.00

Gap — 4.71%

2 Process plan O1(M4)–O5(M4)–O18(M4)–O2(M4)–O6(M4)–O11(M4)–O12(M4)–
O13(M4)–O14(M4)–O7(M4)–O4(M4)–O17(M4)–O15(M4)–O16(M4)–
O8(M4)–O9(M4)–O10(M4)–O19(M4)–O20(M4)–O3(M4)

O1(M4)–O18(M4)–O3(M4)–O5(M4)–O7(M4)–O8(M4)–O9(M4)–
O10(M4)–O2(M4)–O11(M4)–O17(M4)–O4(M4)–O6(M4)–O12(M4)–
O13(M4)–O14(M4)–O19(M4)–O20(M4)–O15(M4)–O16(M4)

Objective value 341 341 a

Computing time — 0.20

Gap — 0%

3 Process plan O1(M4)–O2(M4)–O9(M4)–O10(M4)–O11(M4)–O5(M4)–O3(M4)–
O6(M4)–O4(M4)–O7(M4)–O12(M4)–O13(M4)–O8(M4)–O14(M4)

O1(M4)–O2(M4)–O5(M4)–O4(M4)–O3(M4)–O6(M4)–O9(M4)–
O10(M4)–O11(M4)–O7(M4)–O12(M4)–O13(M4)–O14(M4)–O14(M4)

Objective value 176 176 a

Computing time — 0.44

Gap — 0%

4 Process plan O16(M4)–O3(M4)–O5(M4)–O1(M4)–O6(M4)–O7(M4)–O14(M4)–
O11(M4)–O15(M4)–O9(M4)–O12(M4)–O4(M4)–O13(M4)–O2(M4)–
O8(M4)–O10(M4)

O16(M4)–O6(M4)–O7(M4)–O5(M4)–O11(M4)–O13(M4)–O12(M4)–
O9(M4)–O14(M4)–O1(M4)–O3(M4)–O2(M4)–O15(M4)–O4(M4)–
O10(M4)–O8(M4)

Objective value 187 187 a

Computing time — 0.39

Gap — 0%
a Indicates that the optimal solution is found.

表7 机器间的转运时间矩阵

Machine
Machine

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 5 8 12 15 4 6 10 13 18

2 5 0 3 7 10 6 4 6 10 13

3 8 3 0 4 7 10 6 4 6 10

4 12 7 4 0 3 14 10 6 4 6

5 15 10 7 3 0 18 12 10 6 4

6 4 6 10 14 18 0 5 8 12 15

7 6 4 6 10 12 5 0 3 7 10

8 10 6 4 6 10 8 3 0 4 8

9 13 10 6 4 6 12 7 4 0 4

10 18 13 10 6 4 15 10 8 4 0
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表10 实验5的结果对比

Case
Objective value

Gap Computing time
SA GA PSO MILP

1 267 267 267 266 a 0% 19.55

2 165 165 163 162 a 0% 30.06

3 299 297 296 268 33.7% 3600.00

4 268 268 267 267 20.2% 3600.00

5 204 204 204 199 a 0% 463.20

6 204 204 204 189 a 0% 268.33

7 137 137 137 116 a 0% 0.94

8 181 181 181 178 a 0% 0.20

11 151 150 149 149 a 0% 69.88

14 120 120 120 120 a 0% 11.06

16 170 167 167 167 a 0% 620.38
a Indicates that the optimal solution is found.

表9 实验4的结果对比

Case
Objective value

Gap Computing time
SA GA PSO MILP

1 303 303 303 292 a 0% 0.08

2 359 359 359 351 a 0% 191.50

3 502 502 498 486 45.5% 3600.00

5 314 314 314 280 a 0% 26.45

6 409 409 408 399 40.5% 3600.00

7 304 304 304 304 a 0% 27.02

8 358 358 358 353 a 0% 63.44

9 393 392 391 391 38.1% 3600.00

10 264 264 264 264 a 0% 1.27

11 271 271 271 264 a 0% 22.24

12 442 442 442 433 34.9% 3600.00

13 216 216 216 215 a 0% 10.69

14 269 269 269 244 a 0% 56.77

15 358 357 357 353 5.1% 3600.00

16 248 248 248 244 a 0% 3071.28

17 314 314 314 300 a 0% 3600.00

18 361 361 360 356 a 0% 3600.00
a Indicates that the optimal solution is found.

表8 实验3的结果对比

Case GP [15] MILP

1 Process plan O1(M2)–O2(M7)–O3(M2)–O4(M2)–O9(M3) O1(M2)–O2(M7)–O3(M2)–O4(M2)–O9(M3)

Objective value 213 213 a

Computing time — 0.16

Gap — 0%

2 Process plan O10(M9)–O11(M3)–O15(M7) O10(M8)–O11(M2)–O15(M6)

Objective value 224 224 a

Computing time — 0.13

Gap — 0%
a Indicates that the optimal solution is found. 
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表11 模型下标

Subscripts Definition

Proposed MILP model

j, jʹ Operations

k, kʹ Machines

r OR nodes

l Links

Reported model in Ref. [16]

i, iʹ Features

j, jʹ Operation sets

k, kʹ Operations

l, lʹ Machines

r OR nodes

h Place, where a feature can be assigned

（place）。所提出的模型中较少的下标使得模型的求解比

文献[16]中的模型更有效率。此外，基于OR节点的建

模方法使得所提模型具有更强的通用性。这也解释了所

提模型能够获得Kim [29]和Shin [21]数据集大部分最优

解的原因。

5. 结论及未来工作展望

从工艺网络图的拓扑结构出发，本文为PP问题提

出了一种基于OR节点的MILP数学模型。首先，提出了

三种优先矩阵来讨论工序间的优先关系，然后引入了符

号wjrl、url和xj来描述OR节点的选择机制以拓展模型的

通用性，最后将模型编码并调用CPLEX求解器在公开

数据集上进行验证。实验比较结果验证了所提模型的正

确性和优越性。

本研究首次提出了基于OR节点的建模方法，为PP
问题研究展示了新的思路。本文对三个优先矩阵的分

析也揭示了工序排序子问题的本质，有利于进一步理

解PP问题。然而，PP模型的相关研究仍存在一些局限

性，即少数情况下无法找到最优解，且计算效率有时

也不尽如人意。这意味着本文所提出的方法还可以进

一步改进，模型的简化和加速方法是未来研究工作的

重点之一。
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