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摘要

质量流量可调的热电联合系统可以提高能源系统的灵活性、经济性和可持续发展能力。但是，考虑质量
流量可调的热电联合系统的优化运行问题是一个高度非凸非线性的问题，主要体现在热力网络模型中的
双线性项，即质量流量和节点温度的乘积。现有的方法，如非线性优化、广义Benders分解方法和凸松弛
技术等，在求解质量和计算性能上仍然存在不足。为了解决这一问题，本文首先建立了基于质量-流量调
节的区域供热网络的基础模型，并通过等效变换和变量代换对基础模型进行了重构。该重构模型减少了
非凸约束和双线性项，而且在不失去最优性的前提下，加快了求解过程。然后，文中分别建立了电力网络
模型和能源模型，结合之前构造的供热网络模型，建立起热电联合系统优化调度模型。为了松弛联合调
度模型中剩余的双线性项，文中采用McCormick包络的凸松弛方法，得到了联合调度模型的目标函数下
界。为了提高 McCormick 松弛的质量，文中提出了一种紧缩 McCormick 的方法：首先，采用分段
McCormick技术，将双线性项中一个变量的可行域划分为几个不相交的区域，通过求解此优化问题可以
选出最优解所在的区域，从而缩小了被划分变量的可行域；然后，提出了一种启发式的边界收缩算法来进
一步压缩分段McCormick技术得到的缩小版可行域，并恢复了此最优解附近的可行解。算例分析表明，
与原对偶内点法和求得全局最优解的双线性求解器提供的方法相比，本文提出的紧缩McCormick方法能
快速求解热电联合运行问题，得到令人满意的兼具最优性和可行性的调度结果。
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(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. 引言

1.1. 背景及动机

电力系统（EPS）是国家能源供应的重要组成部分，

决策者也逐渐意识到供热在能源系统中同样起着关键作

用。国际能源署的报告称，全球一半以上的能源用于取暖

[1]。相比人口低密度地区常用的供热选择，如私人热泵、

燃气锅炉、太阳能供暖和电供暖等，人口高密度地区的大

部分供热来自区域供热系统（DHS）。尽管不同国家和地

区使用这些供热方式的比例不同，但区域供热的方式已被

证实是非常节能的[2]。

电力和热能可以通过集中式能源生产和区域供热基础

设施同时产生。一般来说，这两个大型能源系统——EPS

和DHS，是通过热电联产（CHP）工厂和电转热设备紧

密相连的。到 2050年，CHP将为欧盟提供 26%的电力。

在丹麦，政府的目标是到2035年实现100%的可再生热能

和电力生产[3]。预计在不久的将来，EPS和DHS在能源

生产和消费过程中将在更大程度上相互影响。因此，热电
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联合系统的想法引起了从业者和研究人员的兴趣。

现在，关于热电联合系统不同方面的研究正在兴起，

包括建模[4]、状态估计[5]、机组组合[6]、经济调度[7‒

9]、市场机制[10‒11]和规划[12‒13]等不同方面。其中，

建模是商业化发展热电联合系统的基础与实质所在。尽管

在过去的几十年里，研究人员对EPS建模已经进行了深入

的研究，但大量关于DHS建模的研究仍在进行中。一般

来说，DHS具有三种调节模式，如表1所示。质调节采用

恒定质量流量和可变温度策略[7]。因此，相关优化问题

中的约束变为线性问题，从而易于处理。然而，预先确定

水力条件的情况可能不会得出经济的解决方案。相比之

下，量调节保持恒定的供应温度，但调节质量流量。它更

为灵活并且降低了成本，因为质量流量会根据热负荷的变

化而变化，从而降低循环水泵的功耗。显然，同时调节温

度和质量流量可以实现更高的经济效率和灵活性，这被称

为质量-流量调节。到目前为止，对具有可变质量流量策

略的综合能源系统运行的研究还很少[14‒18]。此外，解

决非凸和非线性网络流约束的高效且可扩展的算法仍在研

究中。为此，本文提出了基于质量-流量调节的热电联合

系统的凸模型和高效算法，期望通过该算法以较小的计算

量找到全局最优或近似全局最优的可行解。

1.2. 文献综述

质量-流量调节的DHS建模属于池化问题[19]。池化

问题是一个网络流问题，旨在找到在中间池中混合多个输

入的最低成本方式，以便输出满足需求或某些要求的结

果。混合输入涉及混合流量和特征的乘积。因此，池化问

题就变成了一个双线性问题。在DHS建模中，非凸和非

线性网络流增加了问题求解的难度。在非凸项中，由质量

流量和节点温度的乘积得出的双线性项是很难处理的项

之一。

目前处理DHS优化的双线性问题的研究成果可以分

为四类：非线性规划方法、广义Benders分解、松弛方法

和松弛紧缩方法。非线性规划方法，如内点法、序列线性

规划和逐次二次规划[14]，通常能够求解具有连续变量的

非线性规划问题，并且易于使用现成的求解器实现。但

是，这些方法只能找到局部解，当网络规模变大时，可能

会出现收敛缓慢甚至收敛失败的情况。

广义Benders分解可以解决特定类型的非线性规划和

混合整数非线性规划问题。为了处理质量流量和节点温度

乘积的双线性，文献[15]提出了一种迭代算法：通过分别

固定一组变量来求解另一组变量，迭代求解两个子问题直

到收敛。但是，该方法不能保证所得解是全局最优解或局

部最优解，其收敛性也有待进一步研究。

通常而言，松弛方法，如锥松弛[16‒17]和多面体松

弛[18]，将原始非凸可行域扩大到凸的可行域。松弛后的

问题变成凸问题的代价是牺牲了原问题解的可行性。松弛

方法的性能很大程度上取决于松弛边界，边界越紧，松弛

效果越好。这就产生了松弛紧缩方法，如文献[18‒20]中

所示。这种方法的核心原理是提供更紧的边界来增强松

弛。在松弛紧缩方法中，分支定界法已经在最新版本的

Gurobi，即 Gurobi 9.0 [21]的双线性求解器中成功使用，

以处理双线性规划。Gurobi 9.0中的双线性求解器确保了

全局最优解，并可用作评估其他方法最优性的基准。但

是，在处理大规模问题时，此方法可能会收敛缓慢。

1.3. 本文的贡献

本文首先通过等效变换和一阶泰勒展开重新构建了经

典的质量-流量调节DHS优化模型。相比原始模型在每个

非凸约束中具有两个双线性项，重构模型具有的双线性项

更少；更具体地说，它减少了大约一半的双线性项。重构

不仅确保了最优性，而且在降低原问题的计算复杂度方面

具有一定优势。接下来，我们执行McCormick包络来凸

化双线性约束，并得到重构模型的目标下界。为了提高

McCormick 松弛的质量，我们采用分段 McCormick 技术

推导出双线性项更紧的上、下界来减少McCormick松弛

后可行域的体积。分段McCormick技术将双线性项中一

个变量的域划分为几个不相交的区域，并确定最优区域，

从而收紧所选变量的界限。这样，就得到了原问题的强化

下界解。针对强化下界解可能不可行的问题，我们建立了

启发式的边界收缩算法，进一步缩紧了分段McCormick

技术的加强下界，并采用迭代的方式获得附近的可行解。

相比非线性优化[14]和广义Benders分解[15]，本文所

提出的方法基于松弛和分段技术，具有更强的可扩展性，

避免了局部不可行的问题。相比当前的松弛紧缩方法（如

在Gurobi双线性求解器中实现的方法[21]），本文所提出

的紧缩 McCormick 方法能够保证求解质量且减轻计算

负担。

总而言之，本文有以下三个主要贡献：

（1）通过变量代换和等价变换，对具有质量-流量调

表1 DHS中的不同调节模式

Regulation modes

Quality regulation

Quantity regulation

Quality–quantity regulation

Mass flow rate

Constant

Variable

Variable

Supply nodal tem‐

perature

Variable

Constant

Variable
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节DHS模型的经典热电联合系统运行问题进行重构，大

大降低了经典模型的双线性复杂度。

（2）基于重构模型，应用McCormick包络来松弛剩

余的双线性项。为了减少松弛误差并缩紧McCormick包

络边界，提出了分段McCormick技术。

（3）为了提高解的可行性，本文设计了一种边界收缩

算法，通过对最新的最优结果施加扰动来缩紧分段Mc‐

Cormick包络的上下界。案例研究表明，分段McCormick

技术与边界收缩算法两者相结合的紧缩McCormick方法

可以快速得到满足实际运行需求的可行的较优解。鉴于其

具有凸性，紧缩McCormick方法有望用于大规模热电联

合系统优化，并且可以使用影子价格进行经济分析。

本文的其余部分安排如下：第2部分介绍了基于DHS

基本模型和重构模型的联合系统运行问题；第3部分详细

介绍了用于解决联合运行问题的凸松弛技术和紧缩Mc‐

Cormick 方法；第 4 部分给出仿真算例；第 5 部分得出

结论。

2. 问题表述

热电联合系统由DHS和地区EPS组成。地区EPS是

整个多区域互联电力系统的一部分，它有一个或多个接口

与整个电力系统的其他部分进行电力交换。对于DHS建

模，我们首先提出一个基本模型，这是一个没有任何松弛

约束的非线性优化模型。然后，我们通过一阶泰勒展开和

变量替换推导出DHS的等效重构模型。结果证明，重构

模型减少了基础模型的非线性项；也就是说，基础模型中

的双线性项减少了近一半。对于EPS的建模，我们采用考

虑无功功率和电压幅值的状态无关线性潮流模型。连接两

个系统的耦合元件是CHP机组。该运行问题具有多个目

标，如最小化燃料成本、与其他互连电力系统的电力交易

成本以及网络损耗。为了简单起见，我们分别为DHS和

EPS构建了单时段模型。然后，我们将整个运行优化扩展

到多时段，并在所有决策变量中添加表示时间的符号 t。

2.1. 区域供热系统建模

在质量-流量调节的辐射状区域供热网络中，我们通

过循环泵调节质量流量。质量流量有大小和方向。本文假

设质量流量的大小是可变的，而方向是固定的。这个假设

是合理的，因为频繁的方向变化会导致供应的不稳定。

基础模型：

HGi − HLi + c ∑
j ∈ In (i )

mji τ ji = c ∑
k ∈ Out (i )

mik τ i,∀i ∈ I node（1a）

∑
j ∈ In (i )

mji = ∑
k ∈ Out (i )

mik ,∀i ∈ I node （1b）

τ ji = ( τ j − τa ) exp
æ

è
çççç −

vLji

cmji

ö

ø
÷
÷÷
÷ + τa,∀ji ∈ I pipe （1c）

τmin
i ≤ τi ≤ τmax

i , τmin
ji ≤ τji ≤ τmax

ji , ∀i ∈ I node （1d）
mmin

ji ≤ mji ≤ mmax
ji ,∀ji ∈ I pipe （1e）

式中，HGi是节点 i的产热量；HLi是节点 i的热负荷；c是

水的比热容；mji是热网管道中从节点 j传输到节点 i的水

的质量流量；τi是节点 i的出口温度；τji为节点 j到节点 i的

管道出口温度；τa为环境温度；v为单位长度的传热系数；

Lji为节点 j 到节点 i 的管道长度；τji
min/τji

max为 τji的下界/上

界；mji
min/mji

max是mji的下界/上界。In(i)是热网中流入节点 i

的节点索引集合，Out(i)是流出节点 i的节点索引集合。

I node和 I pipe分别是热网中节点和管道的索引集合；I CHP是

热电联产机组的索引集合；I HB是采暖锅炉（HB）的索引

集合。等式（1a）定义节点热平衡。等式（1b）定义节点

流量平衡。等式（1c）描述了在考虑热损失因素[22]的情

况下，水温沿管道下降的过程。具体而言，管道出口温度

τji取决于管道起点处的出口温度 τj。如果管道长度较长，

传热系数较大，或质量流量较小，则温降（以及热损失）

就越为明显。等式（1d）是节点出口温度和管道出口温度

的最小和最大操作限制。等式（1e）给出质量流量的最小

和最大操作限制。要注意的是，可以将保持供应节点温度

恒定的附加约束添加到基本模型中；这些将构成量调节模

型，其计算复杂度与质量-流量调节模型相同。

2.2. DHS的重构模型

等式（1a）和等式（1c）使得 DHS 基础模型非凸。

等式（1a）有双线性项mτ，等式（1c）具有指数函数 exp

(−vL/(cm))。

• 为了处理双线性项，我们引入了辅助变量H = mτ。

结果证明，这种变量替换减少了双线性项。

• 为了处理指数函数项，我们使用一阶泰勒展开来近

似方程（1c）中的约束。

通过引入辅助变量：

H in
ji : = cmjiτ ji （2）

H out
ik : = cmikτ i （3）

等式（1a）和等式（1c）可变形为

HGi − HLi + ∑
j ∈ In (i )

H in
ji = ∑

k ∈ Out (i )

H out
ik ,∀i ∈ I node （4）

H in
ji = ( H out

ji − cmjiτa ) ⋅ exp
æ

è
çççç −

vLji

cmji

ö

ø
÷
÷÷
÷ + cmjiτa,∀ji ∈ I pipe

（5）
在实际应用中，管道 v的总传热系数很小。根据《城
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镇供热管网设计规范》[23]，保温材料的传热系数应小于

0.08 W·m−1·K−1。因此，我们假设 vLji<<cmji——这一假设

已被广泛研究并被证明适用于供热网络[16‒17,20]。在这

个假设下，我们可以使用一阶泰勒展开来近似方程（5）。

H in
ji = ( H out

ji − cmjiτa ) ⋅ exp
æ

è
çççç −

vLji

cmji

ö

ø
÷
÷÷
÷ + cmjiτa

≈ ( H out
ji − cmjiτa ) ⋅ æ

è
çççç1 −

vLji

cmji

ö

ø
÷
÷÷
÷ + cmjiτa

= H out
ji − vLji( τ j − τa ) ,∀ji ∈ I pipe

（6）

为了将与温度相关的上界和下界约束[即式（1d）]转

换为与热功率H相关的约束，我们使用了以下约束：

cmjiτ
min
ji ≤ H in

ji ≤ cmjiτ
max
ji ,∀ji ∈ I pipe （7）

cmikτ
min
i ≤ H out

ik ≤ cmikτ
max
i ,∀ik ∈ I pipe （8）

因此，质量-流量调节下的区域供热网络公式（基础

模型）可以重新表述为式（9a）~（9g），也就是重构

模型。

重构模型：

HGi - HLi + ∑
j ∈ In (i )

H in
ji = ∑

k ∈ Out (i )

H out
ik ,∀i ∈ I node （9a）

H in
ji = H out

ji − vLji( τ j − τa ) ,∀ji ∈ I pipe （9b）
cmjiτ

min
ji ≤ H in

ji ≤ cmjiτ
max
ji ,∀ji ∈ I pipe （9c）

cmikτ
min
i ≤ H out

ik ≤ cmikτ
max
i ,∀ik ∈ I pipe （9d）

τ min
i ≤ τ i ≤ τ max

i ,∀i ∈ I node （9e）
H out

ik = cmikτ i,∀ik ∈ I pipe （9f）
Eqs. (1b), (1e) （9g）

需注意的是，等式（2）未出现在重构模型中。它已

被消去了，因为Hji
in可以完全替代 τji。引入Hji

in并消除变量

τji [等式（2）]不会影响原问题的可行域。然而，等式

（9f）不属于同一情况，因为 τi不仅出现在等式（9f）中，

也出现在等式（9b）中。在重构模型[式（9g）]中，非凸

二次约束[等式（1a）]被转换为线性约束[等式（9a）]和

独立的双线性约束[等式（9f）]；因此，除了等式（9f）

之外，所有约束都是线性的。可以说，重构模型等效于基

础模型，一阶泰勒近似的误差可以忽略不计。

2.3. 电力系统建模

本文采用具有精确电压幅值估计的线性潮流模型[24]

来表征电力网络；这改善了直流潮流结果，因为它考虑了

无功功率和电压幅值。

PGi − PLi =
æ

è

ç
çç
ç
ç
çVi ∑

j ∈ I bus

gij + ∑
j ∈ I bus,j ≠ i

( − gij ) Vj

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷ −

∑
j ∈ I bus,j ≠ i

bij( )θ i - θ j ,∀i ∈ I bus （10a）

QGi − QLi = − æ

è

ç
çç
ç
ç
çθ i ∑

j ∈ I bus

gij + ∑
j ∈ I bus,j ≠ i

( − gij ) θ j

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷ −

∑
j ∈ I bus,j ≠ i

bij( )Vi − Vj ,∀i ∈ I bus （10b）
Pij = gij(Vi − Vj ) − bij(θ i − θ j ) ,∀ij ∈ I line （10c）

Qij = − gij(θ i − θ j ) − bij(Vi − Vj ) ,∀ij ∈ I line（10d）
− P̄ij ≤ Pij ≤ P̄ij,∀ij ∈ I line （10e）
-
Vi ≤ Vi ≤ V̄i,∀i ∈ I bus （10f）

式中，PGi /QGi是母线 i的有功/无功发电量；PLi /QLi是母线

i的有功/无功负载；Pij /Qij是线路 ij上的有功/无功电流；Vi

和θi分别是母线 i的电压幅值和相角。gij+jbij是线路 ij的导

纳，gii+jbii是总线 i的并联导纳。
-
Vi /V̄i 是Vi的下界/上界，

P̄ij 是Pij的上界，I bus和 I line分别是电力网络中母线和线路

的索引集合。等式（10a）和等式（10b）分别定义了节点

有功和无功功率平衡方程。等式（10c）和等式（10d）分

别表示支路有功和无功功率。式（10e）和式（10f）分别

规定了传输线的有功功率限制和总线电压幅值限制。

2.4. 能源设备建模

联合系统中存在三种典型的能源类型：HB、CHP机

组和非CHP火电机组。HB的可变成本通常表示为关于热

输出的线性函数，一般包括燃料价格和税收价格[25]。

CHP机组的发电成本通常表示为电功率和热功率的凸二

次成本函数，包括电功率和热功率的乘积项 [26]。在

MATPOWER [27]中，每个非CHP火电机组的成本可以用

二次函数或分段线性函数进行建模，本文选择使用二次函

数进行建模。上述能源设备的成本函数描述如下：

f HB
i = C HB

i ⋅ H HB
i , ∀i ∈ I HB （11a）

f CHP
i = C CHP,0

i + C CHP,1
i ⋅ P CHP

i + C CHP,2
i ⋅ ( P CHP

i ) 2

+C CHP,3
i ⋅ H CHP

i + C CHP,4
i ⋅ ( H CHP

i ) 2

+C CHP,5
i ⋅ P CHP

i ⋅ H CHP
i ,∀i ∈ I CHP

（11b）

f TU
i = C TU,2

i ⋅ ( P TU
i ) 2

+C TU,1
i ⋅ P TU

i , ∀i ∈ I TU （11c）
式中，fi,t

HB、fi,t
CHP、fi,t

TU分别是HB i、CHP i和非CHP火电

机组（TU）i的小时成本函数。Ci
HB、Ci

CHP, 0~5、Ci
TU, 1~2分

别是HB i、CHP i和TU i的发电成本系数。Hi
HB是HB i的

热功率，Pi
CHP/Qi

CHP 是 CHP i 的有功/无功功率，Hi
CHP 是

CHP i的热功率，Pi
TU/Qi

TU是TU i的有功/无功功率，ITU是

TU的索引集合。

以下约束分别为这些能源设备的运行约束。对于

CHP机组，运行约束通常是指可行区域的边界，其形状

可以是线形或多边形[9]，代表热功率和电功率之间的关
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系以及它们的上下界。

-H
HB

i ≤ H HB
i ≤ - -------

H HB
i , ∀i ∈ I HB （12a）

ACHP
i,b ⋅ P CHP

i + BCHP
i,b ⋅ H CHP

i ≤ DCHP
i,b , ∀i ∈ I CHP,b ∈ B i（12b）

-P
TU
i ≤ P TU

i ≤ - -----
P TU

i , ∀i ∈ I TU （12c）
式中，-H

HB
i /

- -------
H HB

i 是Hi
HB的下界/上界；Ai,b

CHP、Bi,b
CHP、Di,b

CHP

是CHP机组 i的可行区域边界 b的参数；Bi是CHP单元 i

中边界对的索引集合；-P
TU
i /

- -----
P TU

i 是Pi
TU的下界/上界。

2.5. 运行问题

热电联合系统的最优运行问题是使燃料成本、与其他

互连电力系统的电力交换成本、网络损耗以及其他一些适

当的目标函数最小化。约束包括用于基础模型的式（1a）

~（1e）或用于重构模型的式（9g）、式（10）、式（12）

以及其他三个关于节点电/热生产的等式约束：

min
x

F =∑
t ∈ T

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷∑
j ∈ I TU

f TU
j,t + ∑

j ∈ I CHP

f CHP
j,t + ∑

j ∈ I HB

f HB
j,t

+α∑
j ∈ I EX

f EX
j,t + βP LOSS

t + γH LOSS
t

（13a）

s.t. Eqs. (1a)–(1e) or Eqs. (9a)–(9g), (10), (12), ∀t ∈ T
（13b）

PGi,t = ∑
j ∈ I CHP

i

P CHP
j,t + ∑

j ∈ I TU
i

P TU
j,t + ∑

j ∈ I EX
i

( )P BUY
j,t - P SELL

j,t ,

∀i ∈ I bus, t ∈ T （13c）
QGi,t = ∑

j ∈ I CHP
i

QCHP
j,t + ∑

j ∈ I TU
i

QTU
j,t ,∀i ∈ I bus, t ∈ T（13d）

HGi,t = ∑
j ∈ I HB

i

H HB
j,t + ∑

j ∈ I CHP
i

H CHP
j,t ,∀i ∈ I node, t ∈ T（13e）

式中，T 是运行周期；IFX是电功率交换接口索引集合；

Pj
BUY是接口 j从外网购入的电量；Pj

SELL是接口 j卖给外网

的电量；x代表决策变量。在基础模型中，x: ={Pj,t
TU, Pj,t

CHP,

Pj,t
BUY, Pj,t

SELL, PGi,t , Qj,t
TU, Qj,t

CHP, QGi,t , Hj,t
CHP, Hj,t

HB, HGi,t , Vi,t , θi,t ,

mij,t , τi,t , τji,t}；在重构模型中，x: ={Pj,t
TU, Pj,t

CHP, Pj,t
BUY, Pj,t

SELL,

PGi,t , Qj,t
TU, Qj,t

CHP, QGi,t , Hj,t
CHP, Hj,t

HB, HGi,t , Hji
in, Hik

out, Vi,t , θi,t , mij,t ,

τi,t}，其中，α、β和 γ是权重系数，用于调整不同目标的

权重，这是根据系统运行者的偏好设置的。fj,t
EX指接口 j的

电功率交换成本，即从电网购电成本与向电网售电收入

之差：

f EX
j,t = C BUY

j,t P BUY
j,t - C SELL

j,t P SELL
j,t （14）

式中，Cj,t
BUY/Cj,t

SELL是 t时刻在接口 j上从/向外部电网购买/

出售电力的价格；Pt
LOSS和Ht

LOSS分别代表EPS和DHS t时

刻的总网络损耗。Pt
LOSS的定义如下：

P LOSS
t = ∑

ij ∈ I line

1
gij

P 2
ij,t + Q2

ij,t

V 2
i,t

（15）

现有文献中包含几种电力网络损耗公式及其变体；有

兴趣的读者可以浏览参考文献[28]。在本文中，我们将采

用等式（15）这一常见变体，即假设所有电压幅值都等于1

（标幺值，p.u. ）[29‒30]。通常，电压幅值为0.9~1.1 p.u.，

所以此假设是合理的。需要注意的是，只要网络损耗公式

是凸的，就可以将其应用于本文的联合运行问题。Ht
LOSS

为总的热生产与热需求之差：

H LOSS
t = ∑

i ∈ I node
( )HGi,t − HLi,t （16）

无论是使用DHS基础模型[方程（1a）~（1e）]还是

重构模型 [方程（9a） ~（9g）]，联合运行问题 [方程

（13a）~（13e）]都是一个具有二次约束的非凸优化，是

非确定性多项式困难问题。

3. 凸松弛及求解算法

在DHS重构模型中，双线性项是唯一的难点。直观

的想法是直接移除等式（9f），以检查双线性约束是否对

解的质量有很大的影响。然而，仿真结果表明，去除双线

性项会导致解对约束方程（9f）产生很大的违反误差。松

弛双线性项的经典方法是使用McCormick包络。为了改

善松弛并减少McCormick松弛后的可行域体积，本文提

出了分段McCormick技术，分段后产生的较小体积的总

和小于标准McCormick方法中的大体积的总和。分段Mc‐

Cormick技术的最优结果可以看作是松弛后的全局最优，

但在重构模型中可能不可行。因此，为了加强McCormick

包络的边界，并在松弛的全局最优附近找到可行的结果，

本文进一步提出了边界收缩算法。

3.1. McCormick凸松弛

我们用McCormick松弛替换等式（9f）[31]。

McCormick模型

Eqs. (13a), (13b) with (9a)–(9e), (9g), (13c)–(13e) （17a）

H out
ik ≥ c (mmin

ik τ i + τ min
i mik − mmin

ik τ
min
i ) ,∀ik ∈ I pipe（17b）

H out
ik ≥ c (mmax

ik τ i + τ max
i mik − mmax

ik τ
max
i ) ,∀ik ∈ I pipe（17c）

H out
ik ≤ c (mmax

ik τ i + τ min
i mik − mmax

ik τ
min
i ) ,∀ik ∈ I pipe（17d）

H out
ik ≤ c (mmin

ik τ i + τ max
i mik − mmin

ik τ
max
i ) ,∀ik ∈ I pipe（17e）

在 McCormick 松弛下，重构模型成为一个凸问题，

其中 Karush-Kuhn-Tucker 条件是充分必要的（例如，在

Slater条件下）。因此，在松弛的McCormick模型中可以

得到全局最小值。这个全局最小值可以被视为重构模型的

下界。然而，McCormick松弛在双线性约束中仍然会产生

1202



相对较大的误差。

3.2. 紧缩McCormick方法

我们已经通过凸的 McCormick 模型得到了一个解。

在McCormick模型中，由于松弛的可行域不紧，所得的

解可能因违背双线性约束而不可行。为了提高松弛的质

量，本文使用更紧的上下界来构建McCormick包络。因

此，我们采用分段McCormick技术和边界收缩算法来改

进McCormick方法。

3.2.1. 分段McCormick技术

在分段McCormick技术中，双线性项中一个变量的

域被划分为若干不相交的区域，并确定最优区域，从而收

紧所选变量的边界。典型的分区方案是均匀分区[32]，其

问题大小随分区数量线性增加。其他具有自适应分段长度

或分区相关边界设定的分区方案也可以用于此问题以提高

性能[33]。

选定需要分区的变量将会影响松弛的质量。在区域供

热网络优化问题中，可选择的变量有：质量流量、节点温

度或两者的组合。找到可求得最优松弛的最优变量集超出

了本文的研究范围。本文将选择对节点温度进行划分。设

定 τi,s
min和 τi,s

max分别代表分区 s中变量 τi的下界和上界。将

二进制变量 yi,s分配给每个分区 s。如果 τi的值属于分区 s，

则 yi,s = 1，否则，yi,s = 0。双线性项的另一个变量mik分解

为mik,s, Ɐs∈S，其中，S是 s的索引集合。

Piecewise McCormick

Eqs. (13a), (13b) with (9a)–(9e), (9g), (13c)–(13e) (18a)

ü

ý

þ

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

H out
ik ≥ c∑

s = 1

|| S

( )mmin
ik τ i,s + τ min

i,s mik,s − mmin
ik τ

min
i,s yi,s

H out
ik ≥ c∑

s = 1

|| S

( )mmax
ik τ i,s + τ max

i,s mik,s − mmax
ik τ

max
i,s yi,s

H out
ik ≤ c∑

s = 1

|| S

( )mmax
ik τ i,s + τ min

i,n mik,s − mmax
ik τ

min
i,s yi,s

H out
ik ≤ c∑

s = 1

|| S

( )mmin
ik τ i,s + τ max

i,s mik,s − mmin
ik τ

max
i,s yi,s

∀ik ∈ I pipe

(18b)
τ i =∑

s = 1

|| S

τ i,s ,∀i ∈ I node (18c)

mik =∑
s = 1

|| S

mik,s ,∀ik ∈ I pipe (18d)

∑
s = 1

|| S

yi,s = 1,∀i ∈ I node (18e)

ü
ý
þ

ïïïï

ïï

τ min
i,s = τ min

i + ( )τ max
i − τ min

i ( )s − 1 / || S

τ max
i,s = τ min

i + ( )τ max
i − τ min

i s/ || S
∀i ∈ I node,∀s ∈ S

(18f)
τ min

i,s yi,s ≤ τ i,s ≤ τ max
i,s yi,s,∀i ∈ I node,∀s ∈ S (18g)

mmin
ik yi,s ≤ mik,s ≤ mmax

ik yi,s,∀ik ∈ I pipe,∀s ∈ S (18h)
yi,s ∈ {0,1} ,∀i ∈ I node,∀s ∈ S (18i)

在上述公式中，如果二元变量 yi,s = 1，那么第 s个分

区中的所有变量，即 τi,s和mik,s决定着 τi和mik的值。相比之

下，所有其他分区中的变量都被强制为零。换言之，如果

yi,s = 1，则 s分区的所有约束条件都将被强制执行，同时

所有其他分区中的约束条件都将被忽略。二元变量的数量

增加会提升松弛性能，但是也需要解决由此产生的混合整

数计算量增加的问题。总体来看，设定分区为3时，该算

法运行良好[32]。

3.2.2. 边界收缩算法

分段 McCormick 技术收紧了节点温度上界和下界，

从而增强了重构模型的下界解。为了进一步减小双线性约

束的违反误差，我们期望可以在下界解附近找到一个可行

解。因此，本文提出了一种边界收缩算法来迭代地加强变

量边界，并在较少违反双线性约束的情况下逼近最优结

果。边界收缩算法的核心思想是：在第n次迭代时，根据

n−1次的迭代结果和一系列超参数 ε（0 < ε <1）去更新决

策变量的上界和下界，即质量流量和节点温度。超参数序

列的设定原则是逐渐将 ε的值减小，以便收紧边界[34]。

为了确保原问题的可行性，更新后的边界应该是更新边界

和原始边界的交集。当双线性约束[方程（9f）]的平均相

对误差达到可接受水平的时候，算法终止。

上述方法的目的是寻找更紧的目标函数下界。然而，

我们还需要一个可行解作为目标函数上界，以便对最优间

距ω进行评估，也可以作为算法的另一个终止条件。该可

行解可以通过以下方案得到：固定从McCormick方法中

得到的质量流量或者节点温度，并用固定值重新优化运行

问题。

3.3. 所提模型和方法的总览

图1直观展示了紧缩McCormick方法，包括分段Mc‐

Cormick技术和边界收缩算法。图 2显示了所提模型和算

法的主要流程。经过模型重构和凸松弛，构建了凸的Mc‐

Cormick模型并得到了一个目标函数下界。为了加强Mc‐

Cormick松弛性能，对节点温度的可行域进行划分以得到

更紧的松弛边界，并用分段McCormick方法求解。同时，

可以恢复一个可行解作为目标函数上界，并与目标函数下
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界一起构成停止条件。可行解可以通过固定质量流量和求

解凸的重构模型——式（13a）~（13e）和式（9g）得到。

基于边界收缩算法，依次收紧质量流量和节点温度的上、

下界。最后，算法收敛到目标函数下界附近的可行的局部

最优解。

4. 算例研究

本节比较了几种模型的性能，如表2所示。

本文在两个热电联合系统中测试了这些模型。一个是

小规模系统，如图3所示，具有一个6总线的电力系统和

一个 8节点的区域供热系统。6总线的电力系统在总线 1

处连接到外部电网。8节点的区域供热系统是根据中国吉

林省的一个区域供热系统进行修改的[7]。系统中的设备

包括两个非CHP火电机组、三个电力负荷、一个连接电

力系统和区域供热系统的CHP机组、一个供暖锅炉和三

个热负荷。总的热负荷和电负荷如图4所示。参数设置为

ε1 = 0.02，κ = 0.01，δ = 0.0001。另一个是大规模系统，由

一个改进的118总线电力系统和一个来自巴厘岛的33节点

区域供热系统组成[4]。118总线电力系统在69总线处与外

部电网交换电力。33节点区域供热系统断开了25~28号支

路的连接，形成辐射状网络。系统中有两个CHP机组和

一个供暖锅炉。这两个热电联合系统的详细数据见参考文

算法1 边界收缩

1:

2:

3:

4:

5:

6:

7:

8:

9:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

inputs: δ, ω, ε1, κ, UB=109, LB=0a

n ← 1; mmin ,ini
ik ← mmin

ik ,mmax,ini
ik ← mmax

ik , ∀ik ∈ I pipe; τmin ,ini
i ← τmin

i ,

τmax,ini
i ← τmax

i , ∀i ∈ I node

if n=1 then

Solve (18) and get H out
ik , mik, τi, obj; LB←obj

else

Solve (17) and get H out
ik , mik, τi, obj; LB←obj

end

Fix mik, reoptimize (13) with (9), and obtain a feasible solution and

obj; UB←obj

if
1

|| I pipe ∑
ik ∈ I pipe

| H out
ik - cmikτi | /H out

ik ≤ δ then

break;

end

mmin
ik ← max{(1 - εn ) mik,m

min ,ini
ik }, ∀ik ∈ I pipe

mmax
ik ← min{(1 + εn ) mik,m

max,ini
ik }, ∀ik ∈ I pipe

τmin
i ← max{(1 - εn ) τi,τ

min ,ini
i }, ∀i ∈ I node

τmax
i ← min{(1 + εn ) τi,τ

max,ini
i }, ∀i ∈ I node

εn + 1 ← εn - κ

n ← n + 1

end while

a UB: upper bound; LB: lower bound.

表2 模型对比

Model

Base

Reformulated

Bilinear-removed

McCormick

Tightening McCormick

Formulation

Eqs. (13a）–（13e) with the base model (Eqs. (1a）–（1e))

Eqs. (13a)–(13e) with the reformulated model (Eqs. (9a)–(9g))

Eqs. (13a)–(13e) with the reformulated model (Eqs. (9a)–(9e), (9g))

Eqs. (17a)–(17e)

Piecewise McCormick technique (Eqs. (18a)–(18i)) & Algorithm 1

Feature

Nonconvex

Nonconvex

Convex

Convex

Convex

Solver

Bilinear solver in Gurobi

IPOPT

Bilinear solver in Gurobi

Convex solver in Gurobi

Convex solver in Gurobi

Convex solver in Gurobi

Optimum

Global

Local

Global

Global

Global

Global

图1. 紧缩McCormick方法的说明。（a）分段McCormick技术；（b）边界收缩算法。
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献[35]。

图2. 所提模型和方法的实施流程图。

图3. 6总线电力系统和8节点区域供热系统的热电联合系统。

图4. 总热负荷和电负荷日概况。
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4.1. 最优性

表 3和表 4分别显示了两种案例中的最优调度对比。

利用Gurobi9.0中的双线性求解器求解的基础模型和重构

模型可以提供全局最优解。这两个模型的最优值几乎没有

差别，这表明重构模型可以获得相同的调度方案。正如预

期的那样，直接移除双线性项的重构模型提供了目标函数

的最小下界解，而McCormick模型提供了更紧的目标函

数下界解。由只能获得局部最优解的 IPOPT求解的基础模

型提供了目标函数上界解。紧缩McCormick模型具有与

全局最优值的间隙小、求解快的特质。当网络变大时，用

Gurobi中的双线性求解器求解基础模型变得耗时耗力。由

于高度非凸，IPOPT在大规模算例中无法收敛。然而，通

过对模型进行凸化处理，紧缩McCormick方法可以应用

于大规模联合系统优化，求解误差相对较小，并且可以被

现成的求解器有效求解。除了分段McCormick技术的求

解过程，紧缩McCormick方法中的其他过程实际上都是

凸模型。因此，紧缩McCormick方法在求解精度和计算

效率方面都表现良好。此外，与Gurobi 9.0中的分支定界

等全局搜索方法相比，具有凸性的紧缩McCormick方法

可以很容易地推导出影子价格，以便进一步的经济分析。

从调节方法的角度可以看出，可变质量流量比恒定质

量流量的成本更低，如表3和表4所示，这是因为调整质

量流量和节点温度可以带来更高的灵活性。图5详细展示

了日前调度结果，包括每个生产单元的功率输出、售向电

网的功率以及典型管道的质量流量。

4.2. 可行性

图 6 显示了两个算例系统下违反约束条件 [等式

（9f） ]的情况。用违反双线性约束的误差来表示，即

∣Hik
out− cmikτi∣/ Hik

out。从表3和表4可以看出直接移除双线性

项的重构模型和McCormick模型的成本较低，但是二者

的约束违反情况也非常严重（图 6），不能应用于实际系

统运行。但是，紧缩McCormick方法的违反误差相对较

小。两个算例系统的最大误差均不超过 0.358%，平均误

差均小于0.133%。详细的误差数据如表5和表6所示。

4.3. 灵敏度分析

从图 7（a）可以看出，较大的分区数提供了更紧的

上、下界作为边界收缩算法迭代的起点；因此，在第1次

迭代中，S = 3处的误差是所有分区数中最小的。S = 1代

表直接使用McCormick模型，不存在分区过程。分区数

越大，需要的二元变量越多，计算时间也就越长。当分区

数为 3 或 2 时，可以获得比较理想的结果。图 7（b）表

明，初始值越小，步长越大，收敛速度越快。但是，初始

值设置不宜过小，步长不宜过大，以防止没有可行域。

表4 大规模系统下的最优调度对比

Regulation

Variable mass flow rates

Constant mass flow rates

Model

Base (global)

Base (local)

Reformulated

Bilinear-removed

McCormick

Tightening McCormick

—

Value

1 993 994.94

—

1 993 995.64

1 984 432.11

1 984 432.18

1 993 806.97

1 998 774.91

Gap a

—

—

0

0.480%

0.480%

0.009%

—

Solver time (s)

573.41

>9999

398.87

0.40

0.48

39.89

—

a Gap is defined as the relative difference value with respect to the value from the base (global) model.

表3 小规模系统下的最优调度对比

Regulation

Variable mass flow rates

Constant mass flow rates

Model

Base (global)

Base (local)

Reformulated

Bilinear-removed

McCormick

Tightening McCormick

—

Value

131 362.85

131 362.97

131 362.85

130 350.07

131 211.97

131 359.59

132 329.46

Gap a

—

0

0

0.771%

0.115%

0.002%

—

Solver time (s)

25.53

35.43

13.15

0.05

0.09

5.11

—

a Gap is defined as the relative difference value with respect to the value from the base (global) model.
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图5. 小规模系统中不同调节模式的日前调度结果。

图6. 第一个时刻处违反约束[方程（9f）]的情况。

表6 大规模情况下，双线性约束[方程（9f）]在24 h内的误差

Errors

Average errors

Maximum errors

Bilinear-re‐

moved

66.732%

125.628%

McCormick

5.893%

21.572%

Tightening Mc‐

Cormick

0.133%

0.358%

表5 小规模情况下双线性约束[方程（9f）]在24 h内的误差

Errors

Average errors

Maximum errors

Bilinear-re‐

moved

23.145%

67.873%

McCormick

2.278%

15.813%

Tightening Mc‐

Cormick

0.017%

0.040%
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5. 结论

本文提出了一种凸的热电联合系统的运行模型。为了

减少来自热网质量-流量调节的双线性项，本文首先通过

变量替换和等效变换对模型进行了重构。接着，本文利用

McCormick包络松弛剩余的双线性项。为了进一步缩小

McCormick松弛的可行域的体积，本文提出了一种分段

McCormick方法来收紧双线性项中决策变量的松弛边界。

为了保证结果的可行性，本文提出了一种边界收缩算法来

改进McCormick模型的边界，并在附近得到了一个可行

解。案例研究表明，紧缩McCormick方法能够快速求解

热电联合系统运行问题，得到满足实际运行需求的可行的

较优解。此外，紧缩McCormick方法具有凸性，该方法

有望用于大规模热电联合系统优化，也可以使用影子价格

进行经济分析。值得注意的是，紧缩McCormick方法的

性能在很大程度上取决于边界收缩算法中选择的超参数序

列。进一步的研究可以以寻找有效的序列和进行灵敏度分

析为研究重点。

本文将提出的模型和算法应用于考虑稳态DHS的日

前或周前能源生产运行模型。然而，如果考虑传输延迟的

热网动态可以表示为凸或双线性约束，则所提方法也可以

扩展应用到联合系统的日内或实时经济调度。水质量法已

经实现了双线性形式的热网动态模型[15,17]。未来的研究

可以着眼于热网动态分析并利用所提方法实现实时经济

调度。
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