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［摘要］ 　 二维线性鉴别分析 （２DLDA） 是一种直接基于矩阵的特征提取方法 ，跳过传统的基于 Fisher鉴别准则
的线性鉴别分析方法中必须先将二维矩阵转化成一维矢量的过程 ，有效地提高了特征提取速度且避免了小样本
问题 ，其识别率优于传统的 Fisherface方法 。结合模糊集理论 ， 提出了一种新的 ２DLDA算法 ———模糊 ２DLDA
（F１DLDA） 算法 。首先采用 FKNN算法得到相应的样本分布信息 ，并按其对最后得到的特征向量所作的贡献融入
到特征抽取过程中 ，得到有效的样本特征向量集 。实验表明 ， F２DLDA算法的性能优于传统的 ２DLDA算法和
Fisherface方法 。
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１ 　引言
　 　 线性鉴别分析［１ ～ ４］ （LDA ， linear discriminant
analysis） 是模式识别领域一个重要的研究方向并且
成功应用于模式识别的很多领域 。但是传统的 LDA
方法是对一维向量的 ，对于二维的图像矩阵必须先
将其转化成对应的一维向量 ， 然后才能使用 LDA
方法 。此外 ，当采用由向量所构成的矩阵做线性鉴
别分析特征提取时 ，由于实际应用中图像的像素个
数往往远大于图像本身的个数 ，由此遇到的小样本
问题将导致相应的类内散布矩阵奇异而无法直接使

用此法 。为了克服这缺陷 ，改进方案中比较常用的
方法是首先通过主成分分析 （ PCA ， principal
component analysis） 方法将图像降维到低维空间 ，
然后在此空间采用 LDA 方法得到原始图像的有效
特征 。这些改进的 LDA 方法都是基于一维图像向
量的 ，即必须先将图像矩阵转化成相应的图像向量
才能进行特征提取 。 Liu［５］等提出基于图像矩阵的
二维线性鉴别分析 （２DLDA） 方法 ， 是直接对二维

图像矩阵做线性鉴别分析 ，跳过将图像矩阵转化成
一维向量过程 ，此时相应的类内散布矩阵就是非奇
异的 （除非只有一个训练样本） 。

２DLDA方法［６ ，７］
给出了使用 LDA的一个新的解

决方案 ，并且其识别性能优于传统的人脸识别方
法 。但是 ２DLDA 在做特征提取时 ， 并未有效地利
用相应图像的原始分布信息 。笔者提出了一种利用
样本原始分布信息的新的二维线性鉴别分析方法

———模糊二维线性鉴别分析 （F２DLDA） 方法 。 在
该方法中 ，原始样本的分布信息通过相应的模糊隶
属度函数

［８ ～ １１］
来表示 ，并且将样本的分布信息融入

特征提取过程 ，以得到有效分类的最佳信息 。实验
结果验证了该算法的有效性 。

２ 　二维线性鉴别分析
　 　假设有 c类已知的模式 ，训练样本的总数为 M ，

Mi 代表第 i类样本所拥有的训练样本个数并且满足

∑
c

i ＝ １
Mi ＝ M ，A（ i）j 代表第 i类的第 j个样本（假设为 m



× n维） ，珚A（ i）
和 珚A分别表示第 i类样本的均值和所

有训练样本的均值 ，可以得到 ２DLDA 算法中相应
的类间散布矩阵和类内散布矩阵 ，分别定义为

Gb ＝ １
M ∑

c

i ＝ １
Mi （ 珚Ai － 珚A）T（ 珚Ai － 珚A） （１）

Gw ＝ １
M ∑

c

i ＝ １
∑
Mi

j ＝ １
（ A（ i）

j － 珚A（ i） ）T（ A（ i）
j － 珚A（ i） ） （２）

　 　同样 ，总体散布矩阵为
Gt ＝ Gb ＋ Gw （３）

　 　据此可以得出 ，相应的散布矩阵都是 n × n维
矩阵 。在人脸识别中 ， ２DLDA 中的类内散布矩阵
Gw 通常是可逆的 ， 无须对原始图像降维就可直接

用广义 Fisher 鉴别准则求取相应的最佳鉴别矢量
集 ，得到广义二维 Fisher线性鉴别准则

J（ φ） ＝ （ φT Gb φ）桙（ φT Gw φ） （４）

　 　 此时 ， 用 ２DLDA 方法求取最优鉴别矢量集的
方法就变成求取广义线性方程

Gb uj ＝ λjGw uj （５）

特征值与特征向量的问题 。假设 λ１ ， λ２ ， … ， λq 为

广义特征方程的前 q 个非零最大特征值（按从大到
小的顺序排列） ，对应的特征向量为 u１ ， u２ ， … ，

uq ，那么 U ＝ （ u１ ， u２ ， … ， uq）就构成了最终的特
征向量集

B ＝ AU （６）
即最终得到原始样本在特征向量集上的投影数据 。

３ 　模糊二维线性鉴别分析
　 　传统的 ２DLDA 方法跳过了将二维图像矩阵转
化成一维矢量的过程 ，得到了一个利用线性鉴别分
析的新方法 。 但是传统的 ２DLDA 方法将各个样本
同等对待 ，当有重叠 （离群） 样本存在时 ，此时样
本不再是规则的球形分布 ，有样本点处于重叠区域
或样本点远离自己所属的类别 ，因此传统的二值分
类问题对于此种情况缺乏有效的特征提取手段 。利
用模糊集概念 ，通过模糊隶属度函数来表示相应的
样本分布信息 ， 提出了一种新的 ２DLDA 算法 ———
F２DLDA算法 。在该算法中 ， 首先通过模糊 k 近邻
（FKNN ， fuzzy k唱nearest neighbor） 算法［８ ， １１］

得到相应

的类中心点和隶属度信息 ，利用这些信息来表示相
应的样本物理分布 ，并且将这些信息融入到特征提
取过程中 ，得到更能代表原始样本分布的有效分类
特征数据 。
3畅1 　模糊 k近邻算法

在 F２DLDA算法中 ，相应的模糊隶属度函数通
过 FKNN算法得到 ，然后利用此隶属度函数得到相
应每类新的类中心 。此时 ，利用得到的信息表示样
本的原始分布 ，并将这些信息融入到特征提取的过
程中 。利用 FKNN算法得到相应的隶属度信息的计
算步骤如下 ：

Step １ 　计算训练集中的任意 ２ 个样本之间的
欧氏距离 ， 对于 ２DLDA 而言 ， 直接在二维图像矩
阵上计算任意 ２ 个样本之间的距离 。 假设 A（ i）j１ 和
A（ i）j２ 为第 i类样本中的任意 ２个样本 ， 那么这 ２个

样本点的欧式距离为

Distance （ A（ i）j１ ， A（ i）j２ ＝

∑
m

m
１
＝ １
∑
n

n
１
＝ １
（ A（ i）j１ （ m１ ，n１ ） － A（ i）j２ （m１ ，n１ ））２ １桙２

（７）

其中 A（ i）j１ （ m１ ， n１ ）和 A（ i）j２ （ m１ ， n１ ）分别代表样本点
的在（ m１ ， n１ ）处的像素值 。

Step ２ 　由于样本与其本身的距离等于零 ， 为
了防止在 Step ３ 中将与本身的距离作为最小距离 ，
因此将距离矩阵中的本身距离置为无限大 （对角线
位置） ，便于下一步骤的处理 ；

Step ３ 　将每一列的距离值按照从小到大的次
序排列 ，因此每列可分别得到对应的一组最小距离
值 ，通过这些距离值可以找到对应的样本及其所属
的类别 （在 k近邻的情况下 ，那么返回的是一组 k
个类别所构成的向量） ；

Step ４ 　按下列公式计算每个样本的隶属度 ：

μij ＝
０畅５１ ＋ ０畅４９（ nij桙 k） 　 i类别与 j类别相同 ，

０畅４９（ nij桙 k） 　 i类别与 j类别相同
（８）

式中 nij 为应属于第 j类的样本个数现属于第 i 类 ，

μij 为训练集中每一样本对各个类别的隶属度 。

根据隶属度函数 ，每一类的中心点定义为

ωi ＝ ∑
M

j ＝ １
μij xj ∑

M

j ＝ １
μij （９）

其中 xj（ j ＝ １ ，２ ， … ， M）代表训练集中的样本 。

因此得到相应的新类中心矩阵 ω 和模糊隶属
度矩阵 U ：

U ＝ （ μij） 　 i ＝ １ ，２ ， … ， c ；
j ＝ １ ，２ ， … ， M （１０）

ω ＝ （ ωi） i ＝ １ ，２ ， … ， c （１１）

3畅2 　模糊二维线性鉴别分析
F２DLDA的关键是如何将训练样本的分布信息

０５ 中国工程科学 第 ９卷



融入到相应的特征提取过程之中 ，特别是要考虑如
何消除重叠 （离群） 样本对于特征提取的影响 ，对
于具体的样本 ，根据其在原始样本中的分布 ，赋于
不同的权重信息 ，以表示该样本对于最后提取到的
特征所做的贡献 。利用 FKNN算法得到的模糊隶属
度函数和新类中心重新定义了相应的散布矩阵 ，有
效地利用了样本的分布信息 ，并且将这些信息融入
特征提取过程中 ，以得到最有助于分类的信息 。

在相应的新的模糊类内散布矩阵的定义中 ，那
些距离新类中心越近的样本对于最后的有效特征将

做更多的贡献 ，而距离新中心点远的样本也应当被
赋于相应的权值 ，此时样本集中的重叠 （离群） 信
息被考虑进特征提取过程中 ，有助于得到更有效分
类的信息 。因此 ，根据相应的隶属度函数信息 ，可
以得到新的 F２DLDA中的类内散布矩阵 ，定义为

GwF ＝ ∑
c

i ＝ １
∑
xj ∈ wi

μpij（ xj － ωi ）（ xj － ωi）T （１２）

其中的 p 是用户定义的常量 ， 用来控制模糊隶属
度函数的影响 。

与类内散布矩阵定义的相反 ，在相应的模糊类
间散布矩阵的定义中 ，不同类样本之间的类中心相
隔的越远 ，那么其对分类所作的贡献就越大 。得到
的相应模糊类间散布矩阵的定义为

GbF ＝ ∑
c

i ＝ １
１ － ∑

xj ∈ wi

μpij桙 ∑
M

j ＝ １
μpij ·

（ ωi － 珋x）（ ωi － 珋x）T （１３）

珋x 表示所有训练样本的均值 。
相应的总体散布矩阵定义为

GtF ＝ GbF ＋ GwF （１４）

　 　因此 ，得到在 F２DLDA中所有的相应散布矩阵
的定义 ，并且对于每一不同的样本 ，将该样本对于
最后分类所作的影响也考虑到相应的散布矩阵的定

义中 。根据得到的相应的散布矩阵 ，就可以将相应
的散布矩阵代入到广义 Fisher鉴别准则之中 ， 求取
相应的最佳鉴别矢量集 。 F２DLDA算法如下 ：

Step １ 　在原始图像空间通过 FKNN 算法得到
相应的类中心矩阵 ω 和模糊隶属度矩阵 U ；

Step ２ 　根据得到的 ω 和 U ，利用式 （１２） 、式
（１３） 和式 （１４） 分别得到相应的类内散布矩阵
GwF 、类间散布矩阵 GbF和总体散布矩阵 GtF 。

Step ３ 　根据重新定义的散布矩阵 ， 利用广义
Fisher鉴别准则式 （４） 求得相应的最优鉴别矢量

集 U ＝ （ u１ ， u２ ， … ， uq） 。
Step ４ 　根据式 （６） 得到所有样本在最佳鉴别

矢量集上的投影数据 ，选择分类器进行分类 。

４ 　实验结果
　 　实验数据采用 AT&T人脸数据库 。人脸图像具
体为 ４０人 ，每人由不同表情或不同视点的 １０幅图
像所构成 。

实验中 ， 训练数据集和测试数据集均随机产
生 ，在不同的训练样本个数下均做 １０ 次不同的实
验 ，得到 １０次不同数据集下的均值和方差 。 每组
实验中 ，均随机地从人脸库的每类人脸中抽取 κ
（ κ ＝ ４ ，５ ， ６ ，） 个样本构成训练集 ， 其余的样本
构成测试集 。 其中 F２DLAD 和 ２DLAD 的特征维数
均取 ４维 ，模糊散布矩阵的参数 p ＝ ２ 。 Fisherface
最终特征由基于 fisher鉴别准则的广义特征方程的
前 ３９ （ c － １） 个最大特征值所对应的特征向量构
成 。最后采用最近邻分类器进行分类 。表 １显示了
１０次不同实验数据集下识别率的均值和方差 。
表 1 　在 AT&T人脸库中不同情况下的识别率

比较 （均值桙方差）
Table １ 　 Recognition rates on the AT&T face database

（mean and standard deviation）
κ ４ ５ ６

F２DLDA桙 ％ ９４畅８３ 桙 ± １畅１１ ９６畅４５ 桙 ± ０畅９３ ９７畅５１ 桙 ± ０畅５９

２DLDA桙 ％ ９４畅０８ 桙 ± １畅０２ ９５畅８０ 桙 ± １畅１８ ９６畅１７ 桙 ± １畅２９

Fisherface桙 ％ ９０畅９６ 桙 ± １畅６４ ９３畅０５ 桙 ± １畅０７ ９４畅００ 桙 ± １畅１５

从表 １ 的识别率比较表中可以得出 ， F２DLAD
在识别率上优于传统的 ２DLAD和 Fisherface人脸识
别方法 。在 F２DLAD 中 ， 随着模糊集理论的引入 ，
原始样本的分布信息通过 FKNN算法被融入到特征
提取的过程之中 ，由此抽取得到的特征向量集反映
了样本的原始分布 ，利用隶属度函数重新表示的模
糊散布矩阵和新的类中心反映了样本的原始数据分

布 ，有效地压制了由于光照 、表情变化等引起的差
异 ，最终得到的有效特征更有助于样本分类 ， 表 １
的实验结果也验证了该算法的合理性 。图 １显示了
３ 组不同实验情况下的平均识别率比较图 。 图 ２ 、
图 ３和图 ４分别显示了每组实验中 １０ 次不同的实
验数据集下的识别率比较 。

５ 　结语
　 　模糊二维线性鉴别分析方法 ，继承了二维线性
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图 1 　不同训练样本个数下的平均识别率比较图
Fig畅１ 　 Recognition rate comparison under different

numbers of training samples

图 2 　每类随机抽取 4个训练样本下的识别率比较
Fig畅２ 　 Recognition rates comparison with training

samples of per class equal to ４

图 3 　每类随机抽取 5个训练样本下的识别率比较
Fig畅３ 　 Recognition rates comparison with training

samples of per class equal to ５
鉴别分析方法的优点 ，引入模糊集理论以得到样本
的分布信息 ，并将该信息融入特征提取的过程中 ，
以抽取更有助于分类的有效特征 。模糊隶属度函数
的引入 ，原始样本的分布通过相应的隶属度信息体
现在散布矩阵的定义中 ，每一样本对于分类所做的
贡献通过相应的隶属度函数来体现 ，更有助于抽取
代表原始样本分布的特征信息 。 在 AT&T人脸库上
的实验结果验证了该算法优于传统的二维线性鉴别

图 4 　每类随机抽取 6个训练样本下的识别率比较
Fig畅４ 　 Recognition rates comparison with training

samples of per class equal to ６
分析人脸识别方法和 Fisherface人脸识别方法 。
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A New Two_dimensional Linear Discriminant Analysis Algorithm
Based on Fuzzy Set Theory

Zheng Yujie１ ，Yang Jingyu１ ，Wu Xiaojun２ ，３ ，Li Yongzhi１
（１畅Department of Computer Science ， Nanjing University of Science and Technology ， Nanjing 　 ２１００９４ ， China ；
２畅 School of Electronics and Information ， Jiangsu University of Science and Technology ， Zhenjiang ， Jiangsu

２１２００３ ， China ；３畅 Robotics Laboratory ， Chinese Academy of Science ， Shenyang 　 １１００１５ ， China）

［Abstract］ 　 ２DLDA algorithm is based on ２D matrices and overleaps the step of transforming the matrices into
the corresponding vectors ，which is done on conventional LDA algorithm ．However ，performance of recognition
rate may always be degraded by the overlapping （outlier） samples et al in the field of pattern recognition ．How
to avoid these shortcomings and extract optimal features to improve the performance of recognition is a key step ．
In this paper ，a new ２DLDA algorithm ，named fuzzy ２DLDA ，is proposed ．Fuzzy k唱nearest neighbour （FKNN）
is implemented first to achieve the distribution information of original samples represented with fuzzy membership
degrees and is incorporated into the process of feature extraction ．The proposed algorithm inherits the virtue of
conventional ２DLDA and suppresses the shortcoming resulted by overlapping （ outlier） samples et al ．
Experimental results on AT&T face database demonstrate recognition rates of the proposed algorithm outperform
that of conventional ２DLDA and fisherface ．
［Key words］ 　 two唱dimensional linear discriminant analysis （２DLDA） ； fuzzy two唱dimensional linear
discriminant analysis （F２DLDA） ； fuzzy set theory ； feature extraction ； fuzzy k唱nearest neighbor （FKNN）
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