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［摘要］ 　 通过对灰色预测模型 ——— GM （１ ， １） 的理论分析 ，证明了该模型的预测值及其变化趋势均具有单调
性 ，进而提出了 GM （１ ， １） 模型的适用性判据 ，并给出了该判据在火灾风险灰色预测中的应用实例 。
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　 　灰色系统理论建立以来 ，相关模型也逐渐走进
了火灾科学研究者的视线 ， 文献 ［１］ 用灰关联 ，
文献 ［２］ 用灰色 GM （１ ， １） 模型预测我国的火灾
损失 ，文献 ［３ ～ ５］ 预测我国在今后的几年内的火
灾形势 ，使用灰色 GM （１ ， １） 模型对火灾次数 ，
人员伤亡和对灾变发生年做出了预测 。该模型通过
原始数据的累加可以消除一定的随机性 ，但它并不
是一种万能方法 ， 对于有些数据模型的解并不合
理 ，于是用通过预测值和实际值的残差占实际值百
分比来判断模型的好坏 ，后验差检验 ，或者用灰色
关联度检验

［３ ，５ ，６］ 。下面将介绍一种方法 ，即通过观
察分析数据就可以大概判断该模型适用与否 。

１ 　方法理论
考 虑 原 始 离 散 数 据 序 列 x（０） ＝

x（０）１ ，x（０）２ ，… ，x（０）n ，其中 ０ 表示是原始数据 ， n
为序列长度 ， 对其进行一次累加生成处理得 ：

x（１）k ＝ ∑
k

i ＝ １
x（０）i ，k ＝ １ ，２ ，… ，n ，则生成序列 x（１） ＝

x（１）１ ，x（１）２ ，… ，x（１）n 为基础建立灰色 GM （１ ， １）

模型 ：
d x（１）d t ＋ ax（１） ＝ u （１）

其中 a ， u是待估计的参数 。
取 θ表示参数向量 （ a ， u ） ，

Xn ＝ （ x（０）２ ，x（０）３ ，… ，x（０）n ）

B ＝
－ x（１）２ ＋ x（１）１ 桙２ １

… …

－ x（１）n ＋ x（１）n － １ 桙２ １

（２）

θ的估计为
θ^ ＝ BTB － １ BTXn （３）

求解微分方程得到

x（１） （ k ＋ １） ＝ x（０） （１） － u桙a e－ ak ＋ u桙a ，
k ＝ （１ ，２ ，… ，n） （４）

由 x（１）得生成过程可以知
x（０） （ k ＋ １） ＝ x（１） （ k ＋ １） － x（１） （ k） ＝

（１ － ea） x（０） （１） － u桙a e－ ak （５）
再做一次差分 ，记为序列 x（ － １） ，
x（ － １） （ k ＋ １） ＝ x（０） （ k ＋ １） － x（０） （ k） ＝

（１ － ea）２ x（０） （１） － u桙a e－ ak ，
k ＝ １ ，… ，n － １ （６）

　 　 不论 u ， a 的估计如何 ， 式 （４） ， 式 （５） 都
是关于 k的单调函数 ， 式 （４） 表明估计出来的值
要么单调增 ，要么单调减 ， 式 （５） 表明估计出来
的值增加或者减少的幅度也是单调的 。比如说估计



的值是单调增的 ，那么它增加的越来越快 ，或者增
加的越来越慢 ， 如果数据适合用 GM （１ ， １） 模型
来拟合 ，这数据应该有上述描述的特点 ，这样对于
有波动的数据则估计的效果就会很差 ，尤其是在波
动程度很大的时候 。 其中参数 a ， u 决定了模型 ，
为了进一步研究参数的一些性质 ，作者给出以下的
定义和定理 ：
定义 1 ：设有 ２正数列
X ＝ ｛ xi ，i ＝ １ ，２ … ｝ ，Y ＝ ｛ yi ，i ＝ １ ，２ ，… ｝ ，称数列
X相对于数列 Y 是 TP２ 的 ， 如果对于 橙 i ，k ∈ ｛１ ，
２ ，… ｝ ，有 xi yi ＋ xk yk ≥ xi yk ＋ xk yi 。
定义 2 ：设有 ２正数列
X ＝ ｛ xi ，i ＝ １ ，２ ，… ｝ ，Y ＝ ｛ yi ，i ＝ １ ，２ ，… ｝ ，称数
列 X相对于数列 Y是 RR２ 的 ，如果对于

橙 i ，k ∈ ｛１ ，２ ，… ｝ ，有 xi yi ＋ xk yk ≤ xi yk ＋ xk yi 。
引理 1 ：设数列 X相对于数列 Y是 TP２ 的 ，则

n ∑
n

i ＝ １
xi yi － ∑

n

i ＝ １
xi ∑

n

i ＝ １
yi ≥ ０ 。

证明 ：

n ∑
n

i ＝ １
xi yi － ∑

n

i ＝ １
xi ∑

n

j ＝ １
yj ＝

（ n － １） ∑
n

i ＝ １
xi yi － ∑ ∑

i ≠ j
xi yj ＝

（ n － １） ∑
n

i ＝ １
xi yi － ∑ ∑

i ＜ j
（ xi yj ＋ xj yi ） ＝

∑ ∑
i ＜ j

xi yi ＋ xj yj － xi yj － xj yi ≥ ０

（７）

最后不等式是由于数列 X相对于数列 Y是 TP２ ， 直
接由定义得 。证毕 。
引理 2 ： 设有正数列 x（０） ＝ x（０）１ ，x（０）２ … ，x（０）n ，

x（１）k ＝ ∑
k

i ＝ １
x（０）i ，　 k ＝ １ ，… ，n ，　 bi ＝ x（０）i＋ １ ，

－ ai ＝ －
x（１）i ＋ x（１）i＋ １

２ ＝ － x（１）i －
x（０）i＋ １
２ ，i ＝ １ ，… ，n － １ ，

如果 x（０）i 是关于 i单调增 ，则数列 a ＝ ｛ ai｝相对于数
列 b ＝ ｛ bi｝是 TP２ ，如果 x（０）I 是关于 i单调减 ，则数
列 a ＝ ｛ ai｝相对于数列 b ＝ ｛ bi｝是 RR２ 。
证明 ：
ai bi ＋ ak bk － ai bk － ak bi ＝

x（１）i x（０）i ＋ １ ＋ x２（０）i ＋ １ 桙２ ＋ x（１）k x（０）k＋ １ ＋ x２（０）k＋ １桙２ －

x（１）i x（０）k＋ １ － x（１）k x（０）i＋ １ － x（０）k＋ １ x（０）i＋ １ ＝ x（０）i ＋ １ x（１）i － x（１）k ＋

x（０）k＋ １ x（１）k － x（１）i ＋ x（０）i＋ １ － x（０）k＋ １ ２桙２ ＝

x（０）i ＋ １ － x（０）k＋ １ x（１）i － x（１）k ＋ x（０）i ＋ １ － x（０）k＋ １ ２桙２ （８）

或

x（０）i ＋ １ － x（０）k＋ １ x（１）i － x（１）k ＋ x（０）i ＋ １桙２ － x（０）k＋ １桙２ （９）
当 x（０）i 关于 i单调增时 ，考虑式（８） 中第一个部分 ，
不论 i ＞ k ，或是 i ＜ k ，都大于等于 ０ ，显然第 ２部分
大于等于 ０ ，故式（８）大于等于 ０ ，所以 a相对于数列
b是 TP２ 。
当 x（０）i 关于 i单调减时 ，考虑式（９） ，不论 i ＞ k ，

或是 i ＜ K ，都大于等于 ０ ，所以 A相对于数列 b是
RR２ 。证毕
引理 3 ：设有正数列 x（０） ＝ x（０）１ ，x（０）２ … x（０）n ，

x（１）k ＝ ∑
k

i ＝ １
x（０）i ，k ＝ １ ，… ，n ，bi ＝ x（０）i ＋ １ ，

－ ai ＝ －
x（１）i ＋ x（１）i ＋ １

２ ＝ － x（１）i －
x（０）i ＋ １
２ ，i ＝ １ ，… ，n － １ ，

如果 x（０）i 是关于 i单调减 ，则

∑
n － １

i ＝ １
a２i ∑

n － １

i ＝ １
bi － ∑

n － １

i ＝ １
ai ∑

n － １

i ＝ １
ai bi ＞ ０ 。

证明 ：

∑
n － １

i ＝ １
a２i ∑

n － １

i ＝ １
bi － ∑

n － １

i ＝ １
ai ∑

n － １

i ＝ １
ai bi ＝

∑
n － １

i ＝ １
∑
n － １

j ＝ １
a２i bj － ∑

n － １

i ＝ １
∑
n － １

j ＝ １
ai aj bj ＝

∑ ∑
i ≠ j

a２i bj － ai aj bj ＝

∑ ∑
i ＜ j

a２i bj － ai aj bj ＋ a２j bi － aj ai bi ＝

∑ ∑
i ＜ j

ai bj － aj bi ai － aj

（１０）

显然 ai 严格单调增 ，由题设 bi 单调减 ， 且都是正
数 ，所以式 （１０） 大于 ０ 。证毕 。
定理 1 ：有原始离散数据序列
x（０） ＝ x（０）１ ，x（０）２ … x（０）n ，当 x（０）i 是关于 i单调增的正
的数列 ，则按灰色 GM（１ ，１）模型估计出来的参数 a^
≤ ０ 。当 x（０）i 关于 i单调减时 ，^a ≥ ０ ，^u ＞ ０ 。

证明 ：设 x（１）k ＝ ∑
k

i ＝ １
x（１）i ，取 θ表示参数向量（ a ，u） ，

Xn ＝ x（０）２ ，x（０）３ ，… … ，x（０）n 。 由 式 （３） 知 θ^ ＝
BTB － １ BTXn ，其中 B见式（２） 。

设 － ai ＝ －
x（１）i ＋ x（１）i ＋ １

２ ＝ － x（１）i －
x（０）i＋ １
２ ，

bi ＝ x（０）i ＋ １ ，i ＝ １ ，… ，n － １ 。

Δ ＝ （ BTB） ＝
∑
n － １

i ＝ １
a２i － ∑

n － １

i ＝ １
ai

－ ∑
n － １

i ＝ １
ai n － １

＝
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（ n － １） ∑
n － １

i ＝ １
a２i － ∑

n － １

i ＝ １
ai

２

≠ ０ （１１）

Δ
（ n － １）２ 可以看成是一个以概率 １桙（ n － １） 取值于

ai （ i ＝ １ ，… ，n － １）随机变量的方差 ，所以 Δ ＞ ０ 。

（ BTB）－ １ ＝
∑
n － １

i ＝ １
a２i － ∑

n － １

i ＝ １
ai

－ ∑
n － １

i ＝ １
ai n － １

－ １

＝

１
Δ

n － １ ∑
n － １

i ＝ １
ai

∑
n － １

i ＝ １
ai ∑

n － １

i ＝ １
a２i

（１２）

θ ＝ （ BTB）－ １ BTXn ＝

１
Δ

n － １ ∑
n － １

i ＝ １
ai

∑
n － １

i ＝ １
ai ∑

n － １

i ＝ １
a２i

－ ∑
n － １

i ＝ １
ai bi

∑
n － １

i ＝ １
bi

＝

１
Δ

－ （ n － １） ∑
n － １

i ＝ １
ai bi ＋ ∑

n － １

i ＝ １
ai ∑

n － １

i ＝ １
bi

∑
n － １

i ＝ １
a２i ∑

n － １

i ＝ １
bi － ∑

n － １

i ＝ １
ai ∑

n － １

i ＝ １
ai bi

（１３）

　 　由引理 １ ， ２ ， ３ 可知 ， x（０）i 关于 i 单调增时 ，^a
≤ ０ ，当 x（０）i 关于 i单调减时 a^ ≥ ０ ，u^ ＞ ０ 。证毕 。

以上定理告诉我们 ，如果 x（０）i 关于 i单调增时 ，

a^ ≤ ０ ，由式（５） 可知 x（０） （１） － u桙a ＞ ０ ，否则与
x（０）i 关于 i单调增矛盾 ，由式（６）可知 ，增加的幅度也

越来越大 ，如果 x（０）i 关于 i 单调减 ，同理知 a^ ≥ ０ ，

x（０） （１） － u桙a ＜ ０ ，减小的幅度也越来越小 。这就
可根据数据的特点基本判断该数据是否适合使用灰

色 GM （１ ， １） 模型 。适合使用灰色 GM （１ ， １） 模
型的数据要么单调增 ， 要么单调减 ， 单调增的时
候 ，增幅越来越大 ， 单调减的时候 ， 减幅越来越
小 ，这种判定避免了盲目的使用该模型 。

２ 　应用实例
从正反两个例子来说明使用上面的方法 。
例 1 ：考虑文献 ［２］ 中我国公众聚集场所发

生火灾起数数据列于表 １ 。

表 1 　我国公众聚集场所发生火灾起数数据
Table １ 　 Public fire data of China

年份 １９９４ １９９５ １９９６ １９９７ １９９８ １９９９ ２０００ ２００１ ２００２ ２００３

原始起数桙次 ５０ ３３ ２４ ２３ ２０ ２４ ２７ ９ ２９ ６

估计起数桙次 ５５畅８ ３５畅６ ３２畅６ ２９畅９ ２７畅５ ２５畅２ ２３畅１ ２１畅２ １９畅４ １７畅８

原数据波动桙次 ０ １７ ９ １ ３ － ４ － ３ １８ － ２０ ２３

估计波动桙次 ０ ２０畅２ ３ ２畅７ ２畅４ ２畅３ ２畅１ １畅９ １畅８ １畅６

　 　首先数据是波动的 ，而且波动幅度也是完全没
有规律 ，后面几年的波动非常大 ，由上面的讨论知
道这批数据是不适合 GM （１ ， １） 模型条件的 ， 如
果非要用 GM （１ ， １） 模型 ，可以估计出模型 ：

x^（１）k＋ １ ＝ ４８６畅０１２ ７ － ４６９畅０１２ ７ e－ ０畅０８６ ３ k （１４）
计算出来的参数 a ＞ ０ ， 由定理 １ 知道在数据单调
减的时候 a ＞ ０ ， 且下降的幅度越来越小 ， 再观察
原数据 ，虽然不是单调减的 ，但是整体是下降趋势
的 。正如定理 １ 所述 a ＞ ０ ， 估计出来的数据单调
减 ，减幅越来越小 ，见表 １ 。 但是和原始数据差别
就很大 ，所以用这批数据建立 GM （１ ， １） 模型是
不合理的 。其实一开始通过观察原始数据的特点已
经可以排除使用 GM （１ ， １） 模型了 。 需要说明的
是 ，作者证明的都是最理想的情况 ，如果严格比照

上述的数据特点来建 GM （１ ， １） 模型的话 ， 估计
极少有数据会满足 ，只要与定理中数据特点差的不
是很大 ，还是可以应用的 ，模型估计出来后再检验
下模型的合理性 ，务必不要盲目的使用模型 ，像上
述举的例子和模型条件相差太大 ，故不合适 。

例 2 ：考虑 １９９７ 年到 ２００３ 年火灾伤人率 ， 由
于未知的原因 １９９７年以前的数据和 ９７年的有很大
的差异 ，所以作者选择了从 １９９７ 年开始 ， 数据见
表 ２ 。首先观察到数据单调减 ， 符合 GM （１ ， １）
模型要求 ，由定理 １ 知 ， 如果适合 GM （１ ， １） 模
型 ，数据的减小的幅度还应该越来越小 ，观察减小
幅度 ，除了 １９９９年和 ２００１ 年减小幅度增加 ， 其它
都是减小的 ，尤其后面几年单调减小 ，基本符合定
理 １要求 ， 去除了 ２００３ 年的数据再建模 ， 得到模
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型如下 ：
x（１） （ k ＋ １） ＝
x（０） （１） － ４畅５７１ ８８４ ３桙０畅０９４ ４２３ ６ e－ ０畅０９４ ４２３ ６ k ＋

４畅５７１ ８８４ ３桙０畅０９４ ４２３ ６ （１５）
并用模型预测 ２００３年的数据为 ２畅４９６ ，与实际数据
比较接近 ，估计数据与原始数据最大相对误差小于
５ ％ （见表 ２） 。注意估计波动中开始有个 － ０畅００２ ，

那是由于式 （５） 中 k 不能取 ０ ， 后面的波动就正
常了 ，符合定理 １ ，数据单调减 ， a ＞ ０ ， 且减小的
幅度越来越小 。基于开始对数据的观察 ，使用作者
提出的方法发现了 GM （１ ， １） 模型是合理的 ， 最
后建立模型估计出结果 ，都表明了模型和数据较好
的拟合 。

表 2 　我国 1997 — 2003年火灾伤人率数据分析及预报
Table ２ 　 Analysis and prediction of fire injury rate of China １０ － ６

年份 １９９７ １９９８ １９９９ ２０００ ２００１ ２００２ ２００３
原始伤人率 ４ ３畅９ ３畅７ ３畅５ ２畅９６ ２畅６６ ２畅３８
估计伤人率 ４ ４畅００２ ３畅６４２ ３畅３１４ ３畅０１５ ２畅７４３ ２畅４９６
相对误差 ０ ０畅０２６ ２ － ０畅０１６ － ０畅０５３ ０畅０１８ ６ ０畅０３１ ３ ０畅０４８ ８
原数据波动 ０ ０畅１ ０畅２ ０畅２ ０畅５４ ０畅３ ０畅２８
估计波动 ０ － ０畅００２ ０畅３６ ０畅３２８ ０畅２９９ ０畅２７２ ０畅２４７

３ 　结论
研究了满足 GM （１ ， １） 模型的数据应该具有

的特点 ：该模型的数据具有单调性 ，并且增加或是
减小的幅度也具有某种单调性 ；分析了数据单调增
或是减的时候 ，参数的正负 ，和数据变化幅度的关
系 ，为判断数据是否适合 GM （１ ， １） 模型建立了
理论依据 。 GM （１ ， １） 模型有其很大的局限性 ，
但是它也有其优点就是所需数据不是很多即可 ，所
以在现在我国火灾数据很匮乏的情况下还是有一定

的优势的 ，但是注意不要滥用该模型 。
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Analysis of GM（1 ，1） Model and Its Application in Fire Risk Prediction
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［Abstract］ 　 Theoretical analysis of grey prediction model GM（１ ，１） is present in this paper ．Monotonicity of
predicted value and its variation tendency predicted by GM（１ ，１）model is proved ．Based on the monotonicity of
predicted value and its variation tendency ， applicability criterion of GM（１ ，１） is brought forward ． Example
applications of the criterion in fire risk grey prediction are discussed ．
［Key words］ 　 fire forecast ；GM（１ ，１） ； rate of the fire injured
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