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［摘要］　以小阻尼简支梁为例，讨论了交叉模态对随机振动疲劳损伤累积的贡献；结构的响应分析采用模态
叠加方法，随机振动疲劳损伤累积分析采用 Ｍｉｎｅｒ线性疲劳损伤准则。 数值模拟结果表明，即使是小阻尼稀
疏模态结构，交叉模态对结构振动疲劳损伤累积的贡献也是不容忽视的。
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1　前言
应用模态叠加方法进行结构振动分析时，结构

响应的精确解包括全部模态（独立模态和交叉模
态）的贡献。 工程应用中对于满足特定条件的结构
系统，通常忽略交叉模态的贡献，只考虑独立模态的
响应贡献，此时结构振动响应的分析结果具有足够
的精度。 这种简化方法自 Ｂｏｌｏｔｉｎ 在 １９６１ 年首先提
出以来，得到了广泛的认可，并被经典的振动专著引
用

［１ ～３］ 。 具体地讲，当结构为小阻尼系统，且其固有
频率足够稀疏时，交叉模态对振动响应的贡献可以
忽略。

随着计算机技术的发展和计算精度要求的提

高，关于交叉模态对结构振动响应贡献方面的研究
在 ２０ 世纪 ８０ 年代以后受到重视［３，４］ 。 Ｔ．Ｄａｈｌｂｅｒｇ
详细介绍了相关的研究

［４］ ，并通过简支梁模型的随
机振动响应分析，探讨了交叉模态对振动响应的贡
献，认为小阻尼稀疏模态要求是忽略交叉模态响应
贡献的必要条件而非充分条件。 这些研究对于以峰
值破坏形式为主的振动问题的深入研究具有意义。
工程应用中，还有一类重要的振动问题，其破坏形式
为疲劳破坏，振动试验研究中多为此类问题。 众所
周知，可以采用振动台的基础激励来研究复杂的工
程振动问题，是因为当忽略交叉模态的响应贡献时，

可以实现基于振动位移响应的随机振动载荷动力学

等效
［ １，２，５，６］ 。 然而，忽略交叉模态对于结构的振动

疲劳损伤分析结果会产生什么影响并没有进行深

入、具体的研究。 笔者以小阻尼简支梁为例，探讨交
叉模态的疲劳损伤累积贡献。 为了完整性，先简要
介绍结构随机振动响应分析的模态叠加方法，获得
了位移响应与应变响应的精确解与近似解，然后针
对简支梁应力响应的精确解与近似解进行疲劳损伤

累积分析比较。 结果表明，即使是小阻尼稀疏模态
结构，其交叉模态对结构疲劳损伤累积的贡献也远
大于对位移响应的贡献。
2　结构随机振动响应分析

多自由度线性系统的动力学方程为

Mÿ（ t） ＋C痹y（ t） ＋Ky（ t） ＝f（ t） （１）
式中 y（ t），痹y（ t），ÿ（ t）分别为系统的节点位移、速度
和加速度响应向量；M， C， K 分别为系统的质量、
阻尼和刚度矩阵；f（ t）为系统的振动激励力向量。

应用模态叠加方法，系统的位移响应为
Sｙｙ（ω） ＝ΦH倡

ｑ （ω）ΦＴS ｆ ｆ（ω）ΦHｑ（ω）ΦＴ （２）
式中 Sｙｙ（ω），S ｆｆ（ω）分别为位移响应和激励力的功
率谱密度矩阵，其对角元素为自功率谱，非对角元素
为互功率谱；Φ，Hｑ（ω）分别为位移振型矩阵和模态
频响函数矩阵；ω为角频率。
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据有限元理论，系统的应变响应为［７］ ：
ε（ t） ＝By（ t） （３）

式中，ε（ t）为系统的应变响应向量；B 为变换矩阵，
当位移函数确定后，它是常数矩阵，一般情况下存在
逆矩阵。

平稳各态历经随机激励下，线性结构的位移响
应和应变响应均为平稳各态历经的，故有

Rε（ ） ＝B Rｙ（ ）［B］ Ｔ ，
Sε（ω） ＝BSｙｙ（ω）［B］ Ｔ （４）

式中，R 表示相关函数；Sε （ω）为应变响应的功率谱
密度矩阵。

改写式（３）为 y（ t） ＝B －１ ε（ t），代入式（１）后在
方程两边左乘 B －Ｔ

有

Mε ε̈（ t） ＋Cε 痹ε（ t） ＋Kεε（ t） ＝p（ t）
Mε ＝B －ＴMB －１

Cε ＝B －ＴCB －１

Kε ＝B －ＴKB －１

p（ t） ＝B －Ｔ f（ t）

（５）

引入变换

ε（ t） ＝钞n

r ＝１
q ｒ t ψｒ ＝ψq（ t） （６）

式中， n 为模态阶数；q（ t）；ψ为模态坐标向量与应
变模态振型矩阵。

将式（６）代入式（５）并在方程两端分别左乘 ψＴ

得

mq̈（ t） ＋c痹q（ t） ＋kq（ t） ＝Q（ t）
Q（ t） ＝ΨＴ p（ t） ＝ΦＴ f（ t） （７）

式中 m ＝ΦＴMΦ ＝ψＴ Mεψ，c ＝ΦＴCΦ＝ψＴCεψ，k
＝ΦＴKΦ＝ψＴKεψ即是模态质量、模态阻尼和模态
刚度矩阵。

由式（７）可以看出，利用应变参量获得的解耦
方程组与用位移描述的系统具有相同的模态频响函

数，即位移振型对应的应变振型为
Ψ＝BΦ
B＝ΨΦ－１ （８）

将式（２）、式（８）代入式（４）有
Sε（ω） ＝ΨHｑ

倡 （ω）Φ ＴS ｆｆ ωΦHｑ（ω）ΨＴ　 （９）
为了讨论交叉模态的响应贡献，改写式（２）、式

（９）为分量形式
S y ky l ω ＝钞N

m ＝１钞
N

n ＝１ 钞
M

j ＝１
Hｑ j ω ２φkjφm jφnjφl jS fmfn ω ＋

钞N

m ＝１钞
N

n ＝１ 钞
M

i ＝１ 钞
M

j ＝１
i≠ j

H倡
ｑ j ω Hｑ j ωφkiφmiφnjφljS fmfn ω

（１０）
Sε kε l ω ＝钞N

m ＝１钞
N

n ＝１ 钞
M

j ＝１
Hｑ j ω ２ψkjφmjφnjψljSfmfn ω ＋

钞N

m ＝１钞
N

n ＝１ 钞
M

i ＝１ 钞
M

j ＝１
H倡

ｑ j
i≠ j　　

ω Hｑ j ωψkiφmiφnjψl jS fmfn ω
（１１）

式中，N，M 分别为系统自由度数与截断模态数。
可见，振动响应的精确解包含了独立模态贡献

与交叉模态贡献两部分。
忽略交叉模态的响应贡献时，位移响应与应变

响应的近似解为

Gy ky l ω ＝钞N

m ＝１钞
N

n ＝１ 钞
M

j ＝１
Hｑ j ω ２φkjφmjφnjφl jS fmfn ω

（１２）
Gε kε l ω ＝钞N

m ＝１钞
N

n ＝１ 钞
M

j ＝１
Hｑ j ω ２ψk jφm jφnjψljS fmfn ω

（１３）
文献［４］采用式（１０）、式（１２）讨论了交叉模态

对位移响应的贡献，笔者采用式（１１）、式（１３）结合
下述的疲劳损伤分析方法来讨论交叉模态对疲劳损

伤的贡献。
特别是，当激励为互不相关载荷时，应变响应的

自功率谱的精确解与近似解为

Sε kε k ω ＝钞N

m ＝１钞
M

j ＝１
Hｑ j ω ２ψkjφmjφmjψkjSfmfm ω ＋

钞N

m ＝ １钞
M

i ＝ １ 钞M

j ＝ １
i≠ j　　　　

H倡
ｑi ω Hｑ j ωψkiφmiφm jψk jS fmfm ω，

Gε kε k ω ＝钞N

m ＝１钞
M

j ＝１
Hｑ j ω ２ψkjφm jφm jψkjS fmfm ω

（１４）
根据应力应变关系，可以获得结构的振动应力

响应。 对于线弹性结构，应力为应变的线性函数，即
Sσkσk ω ＝ρSε kε k ω

σ（ t） ＝kε（ t）痴 Gσkσk ω ＝ρGε kε k ω （１５）
ρ ＝k２

3　结构随机振动疲劳损伤
已知有限频率带宽的平稳 Ｇｕａｕｓｓｉａｎ 应力随机

过程的功率谱密度，则应力时间历程的峰值满足概
率分布规律

［８，９］

p（ s） ＝ １
２ σ １ －γｅｘｐ［ －s２

２σ２ （１ －γ）］ ＋
s γ
２σ２ ［１ ＋erf（ s

σ
γ

２（１ －γ））］ｅｘｐ（ － s２

２σ２ ） （１６）
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式中 σ为应力响应过程的总均方根值； γ ＝
∫∞

０
f ２S（ f）ｄf ２ ∫∞

０
S（ f）ｄf ∫∞

０
f ４S（ f）ｄf －１

为谱

型不规则因子， S f 为应力响应的功率谱密度， f ＝
ω／２ 为频率； erf（x） ＝ ２ ∫x

０
ｅｘｐ（ －t２ ）ｄt 为误差

函数。
如果结构振动疲劳损伤累积采用 Ｍｉｎｅｒ 线性模

型，则作用时间为 T 的振动载荷造成的结构疲劳损
伤累积为

［９］

D ＝Tn∫∞－∞ p（ s）
N（ s）ｄs （１７）

式中， n ＝ ∫∞

０
f ４ S（ f）ｄf ∫∞

０
f ２ S（ f）ｄf －１ １２

为峰值

频率；N（ s）为在等幅应力 s 作用下材料发生疲劳破
坏时的循环次数。

用 Ｂａｓｑｕｉｎ 关系描述材料疲劳强度，即 N（ s） sm
＝C ，其中 m，C 为材料常数，由试验确定，则结构单
位时间内的振动损伤为

D ＝ n
C∫sm p（ s） ｄs （１８）

可见，结构的振动疲劳损伤由其峰值概率分布
函数与峰值频率确定。 而从式（１６）可以看出，峰值
概率分布函数与总均方根值和谱型不规则因子

有关。
定义交叉模态疲劳损伤贡献因子

α＝ １ －D１
D０

（１９）
式中， D０ ，D１ 分别表示利用 Sσkσk ω 和 Gσkσk ω 进

行振动损伤评估的结果。
α描述了分别采用应力响应的精确解和近似解

来评估结构振动疲劳损伤时两组结果间的相对

误差。
4　简支梁算例

等截面简支梁长度为 L，弯曲刚度为 EI，截面尺
寸为 A ＝BH，质量密度为 D，则模态频率 ωi ＝
i ／L ２ EI／DA ；位移模态矱i ＝ｓｉｎ （ i x／L） ；表
面最 大 应 力 模 态 Ψi ＝ i２ χｓｉｎ （ i x／L） ， χ ＝

２EH／２L２ ； 模 态 传 递 函 数 Hｑｉ（ω） ＝ ２
DAL

ω２
i －ω２ －ｊ· ２ξiωiω

（ω２
i －ω２ ） ２ ＋４（ξiωiω） ２ ， ξi 为模态阻尼比。
单点力谱 S ω 作用于 xθ 处时，据式（１４）可得

任意点 xk 处应力响应的自功率谱密度精确解与近

似解分别为

Sθ
εkεk ω ＝ ２

DAL
２
· S（ω）·

钞M

m ＝１钞
M

n ＝１
ω２

m －ω２ ＋ｊ· ２ξmωmω
ω２

m －ω２ ２ ＋４ ξmωmω ２·
ω２

n －ω２ －ｊ· ２ξnωnω
ω２

n －ω２ ２ ＋４ ξnωnω ２ ×mnχ２ ｓｉｎ２ xk

L

ｓｉｎ m xθ
L ｓｉｎ n xθ

L

Gθ
εkεk ω ＝ ２

DAL
２· S（ω）· ∑M

n ＝ １
n２χ２ ｓｉｎ２ xk

L

２ｓｉｎ２ n xθ
L ω２

n －ω２ ２ ＋４ ξnωnω ２ －１ （２０）
以下根据式（２０）计算简支梁的应力响应，并给

出简支梁不同位置交叉模态的疲劳损伤贡献因子。
为便于比较，同时给出了位移响应的相关结果。 计
算中，取梁的参数（量刚已经协调）为 L ＝０．８，E ＝
２１０ ×１０９，B ＝０．０１，H ＝０．０２，D ＝８ ０００。 载荷 P 为
平直力谱，作用在 ９ L ／２３ 处，其频率范围为 １０ ～
１ ０００ Ｈｚ，谱密度为 １００ Ｎ２ ／Ｈｚ；分析中，考虑了 １０
～１ ０００ Ｈｚ内的全部模态。
图 １、图 ２ 为阻尼 ２ ％的简支梁在 P 作用下，

２L ／２３，８L ／２３，１４L ／２３，２０L／２３ 位置处（节点编号
３，９，１５，２１，如图 ３ 所示）的位移、应力响应精确解与
近似解结果比较。 表 １、图 ４、图 ５ 给出了部分节点
位移和应力响应总均方根值、峰值频率和谱型不规
则因子的比较。 图 ６ 为改变阻尼时简支梁不同位置
的交叉模态疲劳损伤贡献因子α的变化情况。 可以
看出，尽管精确解与近似解功率谱密度曲线具有一
定的相似性，且总均方根值相差甚微（位移总均方
根偏差最大 ＜１ ％，应力总均方根偏差 ＜４ ％），但
是，交叉模态疲劳损伤贡献因子并不是一个小量，阻
尼为 ２ ％时，贡献因子最大 ＞１７ ％，且随着阻尼的
增加，贡献因子呈非线性增加（疲劳损伤分析时取
峰值应力最大为 ３ 倍总均方根值）。
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图 1　不同节点位移 PSD比较
Fig．1　PSD curves of displacement responses on the certain positions

图 2　不同节点应力响应 PSD比较
Fig．2　PSD curves of stress responses on the certain positions

图 3　简支梁模型及节点编号
Fig．3　Model of a simply supported beam
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表 1　位移响应与应力响应总均方根值及其比较
Table 1　RMS data and their comparison of the displacement and stress response

节点编号 ３ ９ １５ ２１
简支梁阻尼比／％ ２ １０ ２０ ２ １０ ２０ ２ １０ ２０ ２ １０ ２０

精确解 １．０３４ ２ ０．４６３ ２ ０．３２９１ ４．９０４ ３ ２．１９５ ９ １．５５８ ２ ８．０４２ ３ ３．５９７ ８ ２．５４６ ８ ９．０７７ ５ ４．０５９ ３ ２．８７０ ０
位移／ｍｍ 近似解 １．０３４ ２ ０．４６２ ６ ０．３２７ １ ４．９０４ １ ２．１９３ ０ １．５５０ ５ ８．０４２ ２ ３．５９６ ３ ２．５４２ ６ ９．０７７ ５ ４．０５９ ２ ２．８６９ ９

偏差／％ ０ ０．１２９ ０．６０７ ７ ０．００４ ０ ０．１３２ ０ ０．４９４ １ ０．００１ ２ ０．０４１ ６ ０．１６４ ９ ０ ０．００２ ４ ０．００３ ４
精确解 ４３．６８ ２０．４２ １４．７５ １７５．６７ ７９．７７ ５７．３１ ２７５．００ １２．４２３ ８８．５８ ３１４．７４ １４１．９５ １００．７２

应力／ＭＰａ 近似解 ４４．１７ ２１．０５ １５．２９ １７５．７５ ７９．５７ ５６．５７ ２７４．９９ １２４．０２ ８８．０２ ３１４．７９ １４２．０４ １００．８３
偏差／％ １．１２１７ ３．０８５ ２ ３．６６１ ０ ０．０４５ ５ ０．２５０ ７ １．２９１ ２ ０．００３ ６ ０．１６９ ０ ０．６３２ １ ０．０１５ ８ ０．０６３ ４ ０．１０９ ２

图 4 不同节点应力峰值频率比较
Fig．4 Peak frequencies and comparison

of stresses on the certain positions

图 5 不同节点应力谱型不规则因子比较
Fig．5 Irregularity factors and comparison

of stresses on the certain positions

　　造成所述现象的原因是精确解与近似解 ＰＳＤ
为宽带随机，其谱型因子与峰值频率的微小变化对
疲劳损伤识别结果都会产生影响。 如 ２ ％阻尼的简
支梁 ３ 号节点响应应力的精确解与近似解在各阶固
有频率附近具有好的一致性，且非固有频率区域的
差异仅造成总均方根值不到 １．２ ％的误差，但是，对
应的峰值频率变化却达到 ８．２ ％（５８６．９６ ～６３４．９１
Ｈｚ）；谱型不规则因子变化达到 ７．５ ％（０．２６７ ４ ～
０．２４７ ４）。 因此造成精确解与近似解应力响应的峰
值概率分布具有明显的差异。 需要说明的一个现象

图 6 不同阻尼时疲劳损伤贡献因子比较
Fig．6 Contribution factors to fatigue damage and
comparison of stresses on the certain positions

是，疲劳损伤贡献因子相对较大的位置响应应力的
总能量均较低，通常低于破坏强度一个量级，即尽管
交叉模态对疲劳损伤存在影响，但是最大的影响发
生在响应应力较小的位置，这对于以极限强度考核
为目标的振动问题，不会产生致命的影响，因为，应
力较大的位置，交叉模态疲劳损伤贡献因子要小得
多。
5　结语

１）忽略交叉模态的响应贡献，对位移响应结果
的影响比应力、疲劳损伤累积结果的影响小得多，因
此，简单地以位移响应等价来分析交叉模态的响应
贡献存在一定的技术风险。

２）即使是小阻尼的简支梁，交叉模态对疲劳损
伤的贡献也不能忽略，当阻尼为 ２ ％时，交叉模态的
疲劳损伤贡献达到 １７ ％。 随着阻尼的增加，交叉模
态的疲劳损伤贡献呈非线性增加。

３）应力响应较小部位的疲劳损伤贡献因子较
大，应力响应较大部位该贡献因子较小。 这种现象
对于以极限强度为目标的振动问题不会造成重大影

响。
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