
［收稿日期］　 ２００７ －０３ －０７； 修回日期　２００７ －０５ －２９
［基金项目］　山东省优秀中青年科学家奖励基金资助（２００７ＢＳ０６０７４） ；国家 ８６３ 项目资助（２００７ＡＡ０４Ｚ１５７）
［作者简介］　丁　然 （１９７４ －） ，女，山东济南市人，博士，山东大学讲师，研究方向为不确定规划、生产计划与调度、智能决策

一种考虑概率分布的鲁棒优化模型

丁　然１， 李歧强１， 张元鹏２
（１．山东大学控制科学与工程学院， 济南 ２５００６１； ２．山东大学电气工程学院， 济南 ２５００６１）

［摘要］　文章以随机规划中的机会约束思想为指导，根据随机参数的概率分布情况，提出了两种鲁棒性条件
约束，并在此基础上建立了一种新的鲁棒优化模型，使模型的可行解控制在一定的鲁棒性指标的范围内。 该
模型不但可处理约束两端同时含有随机参数的情况，还可以方便地推广到非线性模型中。 仿真实例说明了
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1　前言
２０ 世纪下半叶以来，优化技术在物理、化学系

统，生产计划、调度系统，定位与运输问题，经济系统
中的资源分配及工程设计等方面得到了广泛的应

用，同时，关于不确定条件下的设计和优化问题得到
了人们越来越多的关注

［１］ 。 处理不确定性信息的
方法一般有：概率论、证据理论、可能性理论、模糊集
理论、灰集理论、粗集理论、区间代数等，当然这些理
论之间存在着互相交叉。 选择何种方法取决于所能
获得的信息和决策者的态度及目的。 以这些理论为
基础，常用的不确定优化方法包括灵敏度分析、随机
规划、模糊规划、鲁棒优化等。

鲁棒优化中“鲁棒”的含义是：模型对数据的不
确定具有免疫性。 关于带有不确定数据的线性优化
问题的鲁棒优化方法，最早由 Ｓｏｙｓｔｅｒ［ ２］

提出。 他建
立了一种线性优化模型来构建一个解，使其对一个
凸集的所有数据均为可行，并可以证明，对随机参数
的每一个实现，从模型得到的最优解都是可行的，实
际上类似于最坏情形分析。 从此展开了线性优化问
题的鲁棒优化方法的研究，近年来所提出的鲁棒优
化方法，主要针对最坏情形利用 ｍｉｎ －ｍａｘ 目标进
行优化，但是结果过于保守。 后来研究的重点在于

如何降低解的保守性。
Ｂｅｎ Ｔａｌ ［ ３， ４］

对 Ｓｏｙｓｔｅｒ 的模型进行了改进，虽然
降低了保守性，但模型成为非线性，变得复杂了。
Ｄｉｍｉｔｒｉｓ ［５， ６］

考虑相似的问题，建立了一种新的鲁棒
模型，引入参数用于控制约束的违反概率和对目标
函数值的影响之间的平衡。 而所谓的鲁棒的代价即
对标称问题的目标函数值造成的影响。

而上述鲁棒优化的方法都存在共同的局限性：第
一，不确定性只考虑约束左端参数的变化；第二，随机
参数的分布是对称的，而且没有利用概率分布的信息；
第三，鲁棒性的提高是以标称问题的性能指标为代价
的。 针对上述问题，笔者借鉴随机规划中的机会约束
规划思想，提出了鲁棒性指标的定义，根据约束中随机
参数的概率分布，构造了两种新的鲁棒性约束，在此基
础上，提出了一种考虑概率分布的线性优化问题的鲁
棒优化模型，并可以方便地将其推广到非线性问题中。
仿真实例说明了模型的有效性。
2　机会约束规划

机会约束规划 （ ｃｈａｎｃｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）
又被称为概率规划（ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ），其形
式很多，比如刘宝碇［ ７］

提出的 Ｍａｘｉｍａｘ 机会约束规
划、Ｍｉｎｉｍａｘ 机会约束规划及随机相关机会规划等。
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机会约束规划模型的基本形式：
ｍｉｎ 珋f，
ｓ．ｔ．Ｐｒ｛ f（x， ξ）≤珋f｝≥β，
　　Ｐｒ｛g i（x， ξ）≤０， i ＝１， ２， …， m｝≥α，
　　x∈X炒R n （１）

其中，x 为决策变量，ξ为随机参数，β表示目标的实
现概率，α表示相应约束的可行概率。

对含有随机参数的线性问题，模型可表示为
ｍａｘ z ＝钞r

j ＝１
（cj ＋ζj）x j ＋钞r

j ＝r＋１
（c j ＋ζj）x j ＋（c０ ＋ζ０），

ｓ．ｔ．钞r

j ＝１
（aij ＋ηij）xj ＋钞r

j ＝r＋１
（aij ＋ηij）xj －（bi ＋ζi） ≤０，

i ＝１， ２， …， m，
x j ≥ ０， j ＝１， ２， …， n，
x j 取整，　j ＝１， ２， …， r （２）

其中，ζj， ηi j， ξi 为随机参数，概率密度函数已知，分
别为 θj（ζj）， 矱ij（ηi j）， φi j（ξi），并且所有的随机参数
互相独立。 参照机会约束规划，对解的鲁棒性指标
作如下的定义。

定义 １　鲁棒性指标。 设 x倡
为预选用的解，则

Ｐｒ｛ 钞r

j ＝１
（a i j ＋ηi j）x倡

j ＋

钞n

j ＝r＋１
（a ij ＋ηi j）x倡

j －（b i ＋ξi） ≤ ０｝ ＝γi，
i ＝１， ２， …， m，

称 γi 为 x倡
对约束 i的鲁棒性指标。 令 γ＝ｍｉｎ

i
γi，

称 γ为 x倡
对模型的鲁棒性指标。

根据上述定义可知，当 γ ＝１ 时，可以适应随
机变量的任何一种实现，鲁棒性最强，但这种解过于
保守，与 Ｓｏｙｓｔｅｒ 模型的效果类似。 另外，若直接求
定义的鲁棒性指标，相当于求多个随机变量线性组
合的概率分布，难度可想而知，目前常用的方法是使
用 Ｍｏｎｔｅ －Ｃａｒｌｏ模拟，但需要进行大量的计算，也就
是现在机会约束规划经常采用的方法。

将根据概率论中的相关理论依据，将机会约束
转换为确定性约束并满足一定的鲁棒性指标，从而
形成一种考虑概率分布的鲁棒优化模型。
3　鲁棒性约束

为了便于分析，参照式（２）中的约束和定义 １，
对随机变量相对其期望值进行平移，则相应的约束
方程的可行机会为

Ｐｒ 钞r

j ＝１
（ηij ＋E（ηij） ij）x j ＋

钞n

j ＝r＋１
（ηij ＋E（ηij））x j －（ξi －E（ξi） i） ≤

b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a ij ＋E（η） ij）x j －

钞n

j ＝r＋１
（a i j ＋E（ηij））x j （３）

为处理方便，忽略原约束方程中边界上的点，对
于在原可行域内的点，即式（３）的“≤”右侧大于零，
则式（３）可转化为

Ｐｒ 钞r

j ＝１
（ηij ＋E（ηi j） i j）x j ＋

钞n

j ＝r＋１
（ηij ＋E（ηij））x j －（ξi －E（ξi） i）

b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a ij ＋E（η） ij）x j（

钞n

j ＝r＋１
（a i j ＋E（ηij））x j ≤ ０ （４）

如果在原模型中增加鲁棒性约束以取代通过概

率计算得到的机会约束，使得式（４）大于等于给定
的鲁棒性能指标 γi

倡 ，则解可以满足鲁棒性要求。
3．1　随机参数独立有界

１９６３ 年 Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ 给出了独立有界随机变量之
和的概率不等式，已成为概率论和统计学的一个非
常重要的结果，并且得到了广泛的应用。 对其结果
陈述如下：

定理（Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ） ［ ８］ 　假设 Y１ ， …， Yn 是拥有零

均值的随机变量序列，且 a i≤Y i≤b i，１≤ i≤n，对任
意的 δ≥０，有不等式
Pr（ 钞n

i ＝１
Ｙ ｉ ≥ δ） ≤ ２ｅｘｐ －２δ２ 钞n

i ＝１
（b i －a i）

成立。
根据上述定理，有如下结论成立。
定理 １　对于 ＭＩＬＰ 模型（见式（２））中的约束

i，如果随机参数独立有界，则其满足鲁棒性指标的
充分条件为

１ －２ｅｘｐ －２ b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a i j ＋E（η） ij）x j －

钞n

j ＝r＋１
（a ij ＋E（ηi j））x j

２ 钞r

j ＝１
（d ij －c ij） ２ x２

j ＋

钞n

j ＝r＋１
（d ij －c i j） ２ x２

j ＋（h i ＋l i） ２ ≥ γi
倡 （５）

证明：由 Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ 定理可得
Ｐｒ钞ｎ

ｉ ＝１
Ｙ ｉ ≤ δ） ≥ Ｐｒ（ 钞n

i ＝１
Y i ≤ δ） ≥

17２００８年第 １０卷第 ９期　



１ －２ｅｘｐ －２δ２ 钞n

i ＝１
（b i －a i） ２ （６）

即可以得到独立有界的随机变量和的概率分布的下

界。 分析式（４），对于某一特定的 x，随机变量 θij，
θ′ij，矱i 分别为

θij ＝（ηi j －E（ηij））x j b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a i j ＋

E（ηij））x j －钞n

j ＝r＋１
（a i j ＋E（ηij））x j ，

j ＝１， …， r （７）
θ′ij ＝（ηi j －E（ηij））x j b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a i j ＋

E（ηij））x j －钞n

j ＝r＋１
（a i j ＋E（ηi j））x j ，

j ＝ r ＋１， …， n （８）
φi ＝－（ξi －E（ξi） i） b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a ij ＋

E（ηij））x j －钞n

j ＝r＋１
（a i j ＋E（ηi j））x j （９）

如果原系统中的随机参数独立，且满足 c i j≤ηij

≤d ij， j ＝１， …， r， r ＋１， …， n，l i≤ξi≤h i。 可知，
对于某一特定的 x，式（７）至式（９）所对应的随机变
量均值为零，独立有界，并且边界可以求出，满足
Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ 定理的条件。 令 δ ＝１，将其代入式（６），
可得

Ｐｒ 钞r

j ＝１
（ηij －E（ηi j） ij）x j －钞n

j ＝r＋１
（ηij －E（ηij） ij）x j －

（ξi －E（ξi）） bi ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（aij ＋E（ηij））x j －

钞n

j ＝r＋１
（a ij －E（ηij））x j ≤１ ≥ １ －２ｅｘｐ －２ b i ＋

E（ξi） －钞r

j ＝１
（a i j ＋E（ηi j））x j －钞n

j ＝r＋１
（a ij ＋

E（ηij））x j

２ 钞r

j ＝１
（d i j －c ij） ２ ）x２

j ＋钞n

j ＝r＋１
（d ij －

c ij） ２ x２
j ＋（h i －l j） ２ （１０）
显然，如果式 （１０）右端≥γ倡 ，左端必然也≥

γ倡 ，即满足系统的关于约束 i 的鲁棒性指标。 （证
毕）

因此，式（５）可作为随机参数有界时鲁棒优化
模型的鲁棒性约束。
3．2　随机参数单边有界

２００３ 年 Ａｎｄｒｅａｓ 对于独立单边有界随机变量之
和的概率分布有如下的结论。

定理（Andreas） ［ ９］ 　令｛Y i｝ m
i ＝１ 为独立的随机变

量，E（Y i
２） ＜∞。设 S ＝钞 iY i，且 δ ＞０，若 Y i ≤

b i， σi
２ ＝，则有不等式

Pr｛S －E（S） ≥ （｝ ≤ ｅｘｐ ［ －σ２ ／（２钞 iσ２
i ＋

２钞 i（b i －E（Y i）） ２）］ 成立。
同样，根据上述定理，有如下结论成立。
定理 ２　对于 ＭＩＬＰ 模型（见（２）式）中的约束

i，随机参数独立，且 E（η２
ij ） ＜∞， ηi j ≤d i j， j ＝１，

…， r， r ＋１， …， n， E（η２
i ） ＜∞， －ξi≤h i，则其满足

鲁棒性指标的充分条件为

１ －２ｅｘｐ － b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a ij ＋E（ηij））x j －

钞n

j ＝r＋１
（a ij ＋E（ηi j））x j

２ ２ 钞r

j ＝１
D（ηi j）x２

j ＋

钞n

j ＝R ＋１
D（ηij）x２

j ＋D（ξi） ＋钞r

j ＝１
（d i j －E（ηi j）） ２ x２

j ＋

钞n

j ＝r＋１
（d ij －E（ηi j）） ２ x２

j ＋（h i －E（h i）） ２ ≥ γi
倡

（１１）
证明：由 Ａｎｄｒｅａｓ定理可得式（１２）成立：

Ｐｒ｛S －E（S）≤δ｝≥
１ －ｅｘｐ ［ －σ２ ／（２钞 ｉσ２

ｉ ＋２钞 ｉ（b i －E（X i）） ２）］ （１２）
同定理 １ 的证明，如果约束 i 中随机参数独立，

且 E（η２
ij） ＜∞， ηij≤d i j，j ＝１， …， r， r ＋１， …， n，

E（η２
i ） ＜∞， －ζi≤h i。 可知，对于特定的 x，式（７）

至式（９）中对应的随机变量也满足 Ａｎｄｒｅａｓ 定理要
求，并且边界很容易求出，另外期望值为零。 同样令
δ＝１，将其代入式（１２），可得
Ｐｒ 钞r

j ＝１
（ηi j －E（ηij） ij）x j －

钞n

j ＝r＋１
（ηi j －E（ηij） ij）x j －（ξi －E（ξi））

b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a i j ＋E（ηij））x j －

钞n

j ＝r＋１
（a ij －E（ηi j））x j ≤ １ ≥

１ －２ｅｘｐ － b i ＋E（ξi） －钞r

j ＝１
（a ij ＋E（ηi j））x j －

钞n

j ＝r＋１
（a ij ＋E（ηi j））x j

２ ２ 钞r

j ＝１
D（ηi j）x２

j ＋

钞n

j ＝r＋１
D（ηij）x２

j ＋D（ξi） ＋钞r

j ＝１
（d i j －E（ηij）） ２ x２

j ＋

钞n

j ＝r＋１
（d ij －E（ηi j）） ２ x２

j ＋（h i －E（h i）） ２ （１３）
其中 D是方差算子。
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显然，如果式（１３）右端≥γ倡 ，左端必然也≥γ倡 ，
即满足系统的关于约束 i 的鲁棒性指标。 （证毕）

同理，式（１１）可以作为随机参数单边有界时鲁
棒优化模型的鲁棒性约束。

综上所述，如果在含有随机参数的 ＭＩＬＰ 模型
中，随机参数独立有界或单边有界，满足定理 １ 和定
理 ２ 的条件，则以形如式（５）和式（１１）的鲁棒性约
束取代原有的不确定约束，就可使解满足鲁棒性要
求，从而形成一种新的鲁棒优化模型。
4　应用举例

假设一含有随机参数的数学规划模型为

ｍｉｎ f（X） ＝２x１ ＋３x２ ，
ｓ．ｔ．　 （２ ＋η１） ＋６x２ －（１８０ ＋ξ１ ）≥０，

３x１ ＋（３．４ －η２ ）x２ －（１６２ ＋ξ２ ）≥０，
x１ ＋x２≤１００，
x１ ， x２≥０ （１４）

其中，η１ 为服从均匀分布 U（０．８， ０．８）的随机变
量；η２ 为服从指数分布 ｅｘｐ （０．４）的随机变量；ξ１ 和

ξ２ 分别服从正态分布 N（０， １２）和 N（０， ９）。 根据
概率论中的“３σ规则”，即对于正态分布的随机变
量来说，它的值落在区间［μ－３σ， μ＋３σ］内几乎是
肯定的，这里取ξ１ 的上下界为［－１０．４６４， １０．４６４］，
ξ２ 的下界为 －９。

根据模型中随机参数的概率分布情况，在模型
式（１４）的基础上，分别为两个含有随机参数的约束
方程建立形如式（５）和式（１１）的鲁棒性条件约束，
设相应的鲁棒性能指标为 γ倡

１ ≥０．８， γ倡
２ ≥０．７， γ倡

≥０．７，修改上述模型，得
ｍｉｎ f（X） ＝２x１ ＋３x２ ，
ｓ．ｔ．１ －ｅｘｐ ［ －２（２x１ ＋６x２ －１８０） ／
（１．６２ x１

２ ＋２０．９２８２ ）］≥０．８，
　 １ －ｅｘｐ ［ －（３x１ ＋３．４x２ －１６２） ／
２（０．４２ x２

２ ＋３２ ＋（ －０．４） ２ x２
２ ＋９２ ）］≥０．７，

　　 x１ ＋x２≤１００，
　　 x１， x２≥０ （１５）

运用遗传算法对模型进行求解，计算得到的最优解
为（３５．１４， ２３．７２）目标值为 １４１．４７。 更进一步，结
合机会规划，有 γ１ ＝０．９９７， γ２ ≈（ ０．９１２， γ≈
０．９１２。 计算时间为 １．１２６ ｓ。

用随机模拟的方法解相应的机会约束规划模

型，在同样的条件下运用遗传算法，得到的最优解为
（３１．９２， ２２．６５），目标值为 １３１．８５，且 γ１ ＝０．８８，

γ２≈ ０．７０， γ≈ ０．７。 计算时间为 １３３．５１４ ｓ。
运用最坏情形分析的方法得最优解为（４１．３５，

２３．４３），目标值为 １５３．１２，γ≈ １。 对结果进行比
较，所提出鲁棒性约束及鲁棒优化模型，鲁棒性能指
标较高，而且计算速度快，从 １３３．５１４ ｓ 缩短为
１．１２６ ｓ，弥补了基于随机模拟的机会约束规划模型
的缺点，且与最坏情形分析相比，保守性降低。
5　结语

对于含有随机参数的优化问题来说，若需降低
解的保密性，必然需要充分利用概率分布信息，文章
针对随机参数的不同分布情况，得到了使可行解满
足鲁棒性能指标的充分各件，建立了鲁棒优化模型。
该模型可以处理约束左、右两端同时含有随机变量
的情况，并且充分利用了随机参数的概率分布，在一
定程度上弥补了已有鲁棒优化模型的不足。 另外从
定理 １、定理 ２ 的证明过程可以知道，该方法不但适
用于 ＭＩＬＰ 模型，还可以推广到非线性的情况，只要
求随机参数相互独立，且与决策变量的函数呈线性
关系即可。 仿真实例说明了模型的有效性。
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