


较。 研究结果表明：与已有的强化算子相比，这类新
的强化缓冲算子显著地提高了 ＧＭ（１，１）模型的预
测精度。 尤其是一阶强化缓冲算子 D２ 提高预测精

度的效果最好。
2 　基本概念

定义 １ ［１］ ：设 X ＝（x（１），x（２），…，x（n））， 为
系统行为数据序列。

１）若任意 k ＝２，３，…，n；x（k） －x（k －１） ＞０ ，则
称 X 为单调增长序列。

２）若 １）中不等号反过来成立，则称 X 为单调衰
减序列。

３）若存在 k，k′∈ ２，３，…，n ，有 x（k） －x（k－１） ＞
０ ， x（k′） －x（k′－１） ＜０则称 X为振荡序列。 设M ＝
ｍａｘ｛x（k） k ＝１，２，…，n｝，m ＝ｍｉｎ｛x（k） k ＝１，２，…，n｝ ，
称M －m为序列X的振幅。

定义 ２： 设 X 为系统行为数据序列， D 为作用
于 X 的算子， X 经过算子 D 作用后所得序列记为

XD ＝（x（１）d，x（２）d，…，x（n）d）
称 D 为序列算子，称 XD为一阶算子作用序列。
序列算子的作用可以多次进行，相应的，若 D１，

D２ ，D３…Dn 皆为序列算子，则 D１D２ 为二阶算子，并
称 XD１D２ ＝（x（１）d１ d２ ，x（２）d１ d２ ，…，x（n）d１ d２ ） 为
二阶算子作用序列。 同理可得三阶算子作用序列，
四阶算子作用序列及 n 阶算子作用序列。

公理 １（不动点公理） ［１］ ：设 X 为系统行为数据
序列， D为作用于 X 的算子，则 D 满足

　　　 x（n）d ＝x（n） 　
不动点公理限定在序列算子作用下，系统行为

数据序列中的数据 x（n） 保持不变，即运用序列算
子对系统行为数据进行调整，不改变 x（n） 这一即
成事实。

公理 ２（信息充分利用公理） ：系统行为数据序
列 X 中的每一个数据 x（k），k ＝１，２，…，n都应充分
的参与算子作用的全过程。

信息充分利用公理限定任何序列算子都应以现

有的序列中的信息为基础进行定义，不允许抛开原
始数据进行定义。

公理 ３（解析化公理）：任意的 x（k）d，（k ＝１，２，
…，n） 皆可由一个统一的 x（１），x（２），…，x（n） 的
初等解析式表达。

公理 ３ 要求由系统行为数据系列得到算子作用
序列的程序清晰、规范、统一且尽可能简化，以便于

计算出算子作用序列并使计算易于在计算机上实

现。
定义 ３：称上述三个公理为缓冲算子三公理，满

足缓冲算子三公理的序列算子称为缓冲算子，一阶，
二阶，三阶……缓冲算子作用序列称为一阶，二阶，
三阶……缓冲序列。

定义 ４：设 X 为原始数据序列， D 为缓冲算子，
当 X 分别为增长序列、衰减序列或振荡序列时有：

１）若缓冲序列 XD 比原始序列 X 的增长速度
（或衰减速度）减缓或振幅减小，笔者称缓冲算子 D
为弱化算子。

２）若缓冲序列 XD 比原始序列 X 的增长速度
（或衰减速度）加快或振幅增大，则称缓冲算子 D 为
强化算子。
3 　缓冲算子的性质

定理 １ ［１］ ：
令 X ＝（x（１），x（２），…，x（n）），x（ i） ＞０，i ＝

１，２，…，n
１） 设 X 为单调增长序列， XD１ 为其缓冲序列，

则有：ａ．D１ 为弱化算子枙 ＝枛 x（k） ≤ x（k）d１ ，k ＝１，
２，…，n ；ｂ．D１ 为强化算子枙 ＝枛 x（k） ≥ x（k）d１ ，k
＝１，２，…，n ；
即单调增长序列在弱化算子作用下数据膨胀，

在强化算子作用下数据萎缩。 　
２）设 X 为单调衰减序列， XD为其缓冲序列，则

有：ａ．D１ 为弱化算子枙 ＝枛 x（k） ≥ x（k）d１，k ＝１，２，
…，n ；ｂ．D１ 为强化算子枙 ＝枛 x（k） ≤ x（k）d１，k ＝
１，２，…，n 。 即单调衰减序列在弱化算子作用下数
据萎缩，在强化算子作用下数据膨胀。

３）设 X 为振荡序列， XD１ 为其缓冲序列，则有：
ａ．若 D１ 为弱化算子，则
ｍａｘ１≤ k≤ n x（k） ≥ ｍａｘ１≤ k≤ n x（k）d１
ｍｉｘ１≤ k≤ n x（k） ≤ ｍｉｘ１≤ k≤ n x（k）d１

ｂ．若 D１ 为强化算子，则
ｍａｘ１≤ k≤ n x（k） ≤ ｍａｘ１≤ k≤ n x（k）d１
ｍｉｘ１≤ k≤ n x（k） ≥ ｍｉｘ１≤ k≤ n x（k）d１
证明（略）。

4 　一类新的强化缓冲算子的构造
定理 ２：设系统原始行为数据序列
X ＝（x（１），x（２），…，x（n）），x（ i） ＞０，i ＝１，

２，…，n ；令 XD２ ＝（x（１）d２，x（２）d２，…，x（n）d２ ）
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其中， x（k）d２ ＝ x（k）
x（k）x（n） x（k）

k ＝１，２，…，n
则当 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振荡

序列时， D２ 皆为强化缓冲算子。
证明：容易验证， D２ 满足缓冲算子三公理，故

D２ 为缓冲算子。
１）设 X 为单调增长序列，则
x（k）d２ －x（k） ＝ x（k）

x（k）x（n） x（k） －x（k）

≤ x（k）
x（k）x（k） x（k） －x（k） ＝０

因此， x（k）d２ ≤ x（k） 故 D２ 为强化缓冲算子。
２）设 X 为单调衰减序列，则
x（k）d２ －x（k） ＝ x（k）

x（k）x（n） x（k） －x（k）

≥ x（k）
x（k）x（k） x（k） －x（k） ＝０

因此， x（k）d２ ≥ x（k） 故 D２ 为强化缓冲算子。
３） X 为振荡序列时，设
x（a） ＝ｍａｘ｛x（k） k ＝１，２，…，n｝
x（b） ＝ｍｉｎ｛x（k） k ＝１，２，…，n｝
x（a）d２ ＝ x（a）

x（a）x（n） x（a）

x（a）d２ －x（a） ＝ x（a）
x（a）x（n） x（a） －x（a）

≥ x（a）
x（a）x（a） x（a） －x（a）

≥ ０
所 以， x（a）d２ ≥ x（a） ， 即 ｍａｘ１≤ k≤ n x（k） ≤

ｍａｘ１≤ k≤ n x（k）d
同理可证： ｍａｘ１≤k≤n x（k） ≥ ｍｉｘ１≤ k≤ n x（k）d 故 D２ 为

强化缓冲算子。
定理 ３：设系统原始行为数据序列
X ＝（x（１），x（２），…，x（n）），x（ i） ＞０，i ＝１，

２，…，n ；
令 XD３ ＝（x（１）d３，x（２）d３ ，…，x（n）d３）
x（k）d３ ＝

（n －k ＋１）x２（k）
x（k）x（n） ＋ x（k ＋１）x（n） ＋… ＋x（n）

＝（n －k ＋１）x２（k）
∑n
i ＝k

x（ i）x（n）

则当 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振荡
序列时， D３ 皆为强化缓冲算子。

证明：容易验证 D３ 满足缓冲算子三公理，故 D３
为缓冲算子

１）设 X 为单调增长序列，则
x（k）d３ ＝

（n －k ＋１）x２ （k）
x（k）x（n） ＋ x（k ＋１）x（n） ＋… ＋x（n）

≤ （n －k ＋１）x２ （k）
x（k） ＋x（k） ＋… ＋x（k） ＝x（k）

因此， x（k）d３ ≤ x（k） ，故 D３ 为强化缓冲算子。
２） X 为单调衰减序列，则
x（k）d３ ＝

（n －k ＋１）x２ （k）
x（k）x（n） ＋ x（k ＋１）x（n） ＋… ＋x（n）
（n －k ＋１）x２（k）

x（k） ＋x（k） ＋… ＋x（k） ＝x（k）

因此， x（k）d３ ≥ x（k） ，故 D３ 为强化缓冲算子。
３） X 为振荡序列时，设
x（a） ＝ｍａｘ｛x（k） k ＝１，２，…，n｝
x（b） ＝ｍｉｎ｛x（k） k ＝１，２，…，n｝
x（a）d３ ＝

（n －a ＋１）x２（a）
x（a）x（n） ＋ x（a ＋１）x（n） ＋… ＋x（n）

≥ （n －a ＋１）x２ （a）
x（a） ＋x（a） ＋… ＋x（a） ＝x（a）

（ a ＝１，２，…，n ）
因此 x（a）d３ ≥ x（a） ，即
ｍａｘ１≤ k≤ n x（k） ≤ ｍａｘ１≤ k≤ n x（k）d３
同理可证 ｍｉ ｘ１≤ k≤ n x（k） ≥ ｍｉ ｘ１≤ k≤ n x（k）d３
故 X为振荡序列时， D３ 为强化缓冲算子。 在此

称 D３ 为算术平均强化缓冲算子。
定理 ４：设系统原始行为数据序列
X ＝（x（１），x（２），…，x（n）），x（ i） ＞０，i ＝１，

２，…，n ；
令 XD４ ＝（x（１）d４ ，x（２）d４ ，…，x（n）d４ ）
x（k）d４ ＝

x２ （k）
x（k）x（n） x（k ＋１）x（n）· …x（n） １

n－k＋１

＝ x２（k）
∏n
i ＝k

x（ i）x（n） １
n－k＋１

则，当 X 为单调增长序列、单调衰减序列或振
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荡序列时， D４ 皆为强化缓冲算子。
证明：容易验证 D４ 满足缓冲算子三公理，故 D４

为缓冲算子

设 X 为单调增长序列，则
x（k）d４ ＝

x２ （k）
x（k）x（n） x（k ＋１）x（n）· …x（n） １

n－k＋１

≤ x２ （k）
（x（k）） n－k＋１ １

n－k＋１
＝x（k）

因此， x（k）d４ ≤ x（k） ，故 D４ 为强化缓冲算子。
同理可证，当 X 为单调衰减序列或振荡序列

时， D４ 皆为强化缓冲算子，称 D４ 为几何平均强化缓

冲算子。
由以上分析可知，笔者新构造的所有强化缓冲

算子对于单调增长序列、单调衰减序列或振荡序列，
均能起到增强增长（衰减）速度或增大振幅的作用。
由于缓冲算子在作用于原始数据序列，必须满足不
动点公理。 因此，对于单调增长序列，强化缓冲作用
序列的增长速度比原始序列的增长速度加快；同理，
对于单调衰减序列或振荡序列，强化缓冲作用序列
的衰减速度（或振动幅度）比原始序列的衰减速度
（或振动幅度）增强（或增大）。 利用文章构造的强
化缓冲算子基于新信息优先利用原理，对原始数据
序列作用后，能有效消除冲击干扰项对系统的干扰
而造成的数据“失真”现象，从而有效地提高模型的
预测精度。
5 　算例仿真

以某市移动电话用户数为例来验证文章构造的

强化缓冲算子在 ＧＭ（１，１）数值预测中的应用。 选
取某市 １９９６—２００３ 年移动电话的用户数为原始数
据

［ １２ ］ （单位：万人） X ＝（６５．２０，６７．１６，７０．６１，
７５．６６，８３．２２，９３．２１，１０３．９３，１１６．９２） 以 １９９６—２００１ 年
的数据作为建模数据；以 ２００２—２００３ 年的数据作为
模拟检验数据。 从原始数据计算可得 １９９６—２００１
年该市移动电话用户数年平均增长率依次为 ３．１１ ％，
５．１５ ％，７．１６ ％，１０．０１ ％，１２．０１ ％。 由此可以看
出， 原始数据序列前半部分比后半部分增长速度过
缓，用此数据进行预测，结果令人难以相信。 分析这
种情况，主要是由于从 ２０００ 年起我国通信企业进行
了体制改革，为了扩大手机用户量，通信公司逐步降
低了通话资费，并推出了一系列套餐服务，刺激了移
动电话的需求量。 为了对该市移动电话用户数发展

趋势作出合理的预测，必须对原始数据序列进行强
化。 用强化缓冲算子对原始数据序列进行强化处
理，以将后期的移动电话资费优惠政策这个因素延
伸到原始数据序列的前半部分，使得 ＧＭ（１，１）模型
的预测精度更高，预测结果与实际情况更吻合。

以笔者构造的一类新的强化缓冲算子对原始数

据进行一阶强化处理，得到的强化数据序列为
XD２ ＝（５４．５３，５７．０１，６１．４５，６８．１６，７８．６４，９３．２１）
XD３ ＝（５０．６６，５３．００，５７．５８，６４．７４，７６．４１，９３．２１）
XD４ ＝（５０．７６，５３．０９，５７．６５，６４．８０，７６．４４，９３．２１）

依次以上述一阶强化序列建立 ＧＭ（１，１）的白
化方程如下：

ｄx（１）
ｄt －０．１２８５x（１） ＝４３．９５０ ０３５

ｄx（１）
ｄt －０．１４８ ９x（１） ＝３８．７０２ ９１５

ｄx（１）
ｄt －０．１４８ ５x（１） ＝３８．８０３ ３７６
通过计算（计算过程略）得到预测误差的比较

结果如表 １ 所示。
表 1　强化前后 GM（1，1）模型预测精度的比较
Table 1　The comparison of forecasting accuracy

of original GM （1，1） and Strengthened GM （1，1）
模型 强化算子作用 两步平均预测误差／％
１ 无 ５．６９
２ XD２ ０．５３
３ XD３ ２．６７
４ XD４ ２．６０

同样利用文献［７，８，１１ ］中构造的强化算子
对算例中的原始数据序列进行一阶强化后结合

ＧＭ（１，１）模型进行预测精度求解（计算过程略），得
到预测误差的比较结果如表 ２ 所示。
表 2　文献［7，8，11］中算子强化后模型预测精度的比较
Table 2　The comparison of forecasting accuracy of

GM （1，1） Strengthened by operators in literature［7，8，11］
模型 强化算子作用 两步平均预测误差／％
４ 文献［７］中算子 ４．５３
５ 文献［８］中算子 ３．９５
６ 文献［１１］中算子 ３．７７

由表 １ 和表 ２ 可以看出，原始数据序列经过新
构造的一阶强化缓冲算子 D２ 作用后，两步平均预测
误差最低，即预测精度最高。 利用一阶强化缓冲算
子 D２ 对原始数据作用后的预测模型为：
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x^（１） （１９９６ ＋t） ＝３９６．４５９ ６０７ｅ０．１２８ ５３５t －３４１．９２９ ６
　　２００２—２００３ 年该市的移动电话用户数预测值
分别为 １０３．４０５ 万人、１１７．５８ 万人。 这与 ２００２—
２００３ 年该市实际移动电话用户数基本吻合。
6　 结语

笔者在已有文献的研究基础上，构造出一类新
的强化缓冲算子，并利用构造的强化算子对具有前
半部分增长速度较慢，后半部分增长速度较快特征
的原始序列数据与一阶强化后的数据序列分别进行

预测精度比较。 结果表明：ａ．强化后的数据序列在
预测精度上比用原始数据序列预测精度均有显著提

高；ｂ．比较 ３ 个新的强化算子强化后数据序列的预
测误差（见表 １）可以发现，原始数据序列经过 D２ 一

阶强化后，两步平均预测误差远低于算子 D３ 和 D４
强化后的预测误差；ｃ．数据序列经过新的强化缓冲
算子作用后在 ＧＭ（１，１）中预测精度比经过现有强
化算子作用后在 ＧＭ（１，１）中预测精度有明显的提
高，尤其经过 D２ 强化后，预测精度最高。
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