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三维宽浅河道水流数学模型研究
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［摘要］　针对宽浅河道水流的特点，建立了一个基于分层积分降维数值解法的三维浅水紊流数值模型。 通
过对弯道水流的验证计算，其计算成果和试验值能较好地吻合。 笔者等建立的数学摸型特别适合用来解决
宽浅河道及河口水流问题。
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1 　前言
　　在实际工程问题中，河道水流（如弯道水流、河
床变形、丁坝绕流等）通常具有较强的三维特征，因
此，研究三维河道水流数学模型有其重要的学术价
值。

近数十年来，不少学者对三维河道水流计算方
法进行了探讨，已取得了不少研究成果， 文献［１］曾
做过系统评述。 大多数三维模型采用了目前最流行
的紊流模型，即基于各向同性的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 紊动粘
性假设下的 k －ε双方程紊流模型，并引用无尺度垂
直坐标 σ坐标，避免了求解三维自由表面的困难。
三维模型控制方程通常采用有限体积法数值离散求

解，和有限差分法类似，它仅能适应规则边界，但采
用平面适体曲线坐标变换，可适应复杂的河道两岸
边界形状。 文献［２］的解法是目前河道水流的典型
解法，也是一种较成功的解法，该文考虑到河道水流
各向异性的特点， 提出了一种修正的 k －ε 模型，其
计算结果与试验能较好吻合。 现有的三维河道水流
模型的计算工作量很大， k －ε双方程模型σ坐标变
换和适体曲线坐标变换的应用，导致了求解方程的
非线性化，更进一步增加了计算工作量。

文章研究对象是宽浅河道水流，如长江中下游

河道，特别是河口水流，均为潮汐作用下的非恒定
流，要求计算时间长，应用现有解法更受一定限制。
不同的解法适应不同的流动问题，现有各种解法都
有其应用限制， k －ε双方程模型等所谓精细模型也
不例外。 为此根据宽浅河道水流特点，笔者等建立
了一种简便的更适用于宽浅河道水流的三维数学模

型。
2　浅水紊流模型的建立
2．1　浅水紊流模型控制方程
　　在 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 假设下，考虑各向异性及垂向流
速相对较小的假设，浅水河道水流控制方程采用如
下形式：

　 抄u
抄x ＋抄v

抄y ＋抄w
抄z ＝S （１）　

抄u
抄t ＋

抄（uu）
抄x ＋抄（uv）

抄y ＋抄（uw）
抄z ＝Su０ －g 抄Z抄x ＋

抄
抄x（Dxy

抄u
抄x） ＋抄

抄y（Dxy
抄u
抄y） ＋抄

抄z（Dxz
抄u
抄z）；

抄v
抄t ＋

抄（vu）
抄x ＋抄（ vv）

抄y ＋抄（vw）
抄z ＝Sv０ －g 抄Z抄y ＋

抄
抄x（Dxy

抄v
抄x） ＋抄

抄y（Dxy
抄v
抄y） ＋抄

抄z（Dyz
抄v
抄z） 　　（２）　

式中 u，v，w 分别为 x，y，z 向流速值；Z 为自由

23 　中国工程科学



水面高程；S 为单位水体源汇密度，流入为正，流出
为负； u０ ， v０ 为源汇处设备的进出口流速； Dxy，D yz，
D xz 分别为各向紊动黏性系数。
2．2　紊动粘性系数的确定

紊动粘性系数应是空间的函数， 求解式（２）首
先遇到的困难是如何确定紊动粘性系数。 对于浅水
流动，显然河底摩阻力 τ０ 对水流运动起主要控制作

用，找出 τ０ 与紊动粘性系数之间关系，由此就可以
确定紊动扩散系数的空间分布。 根据紊动粘性假
设，紊动剪应力 τxz ， τyz 存在如下关系：

τxz ＝ρDxz 抄u抄z　；　τyz ＝ρDyz 抄v抄z （３）　
由 Ｐｒａｎｄｔｌ的混掺理论可导得：
抄u
抄z ＝u倡

kh　；　 抄v
抄z ＝v倡kh （４）　

式中 k 为卡门系数，可取 ０．４，剪切速度 u倡 ， v倡
由下式表示：

u倡 ＝ τ０
xz

ρ 　；　v倡 ＝ τ０
yz

ρ （５）　
剪切应力沿水深分布可认为接近线性分布，则

有：
τxz ＝τ０

xz（１ － hH ）　；　τyz ＝τ０
xy（１ － hH ）

（６）　
式中 h 为考查点处水深；H为河床水深。
由式（３）至式（６）则可导得垂向紊动粘性系数

的表达式：
Dxz ＝kh（１ － hH ）u倡 ；
Dyz ＝kh（１ － hH ）v倡 （７）　
可见垂向紊动粘性系数随水深而变化，河底及

水面处为零，０．５H处具有最大值：
Dmxz ＝０．２５kHu倡　；　Dmyz ＝０．２５kHv倡 （８）　
式中， u倡 可用壁函数法或谢才公式确定。 由

于水平紊动粘性系数对流场影响不大，可简单地由
下式决定：

Dxy ＝η （（Dmxz） ２ ＋（Dmyz） ２） （９）　
相应物质浓度输运的紊动扩散系数可由下式

决定：
Exz ＝βDxz；Eyz ＝βDyz；Exy ＝βD xy （１０）　
通过试算 η，β值可取为 １。 至此，式（２）和式

（７）共同组成了拟建立的三维浅水紊流模型控制方
程。 它是一个零方程紊流模型，比起双方程紊流模

型计算工作量明显减少，它仍反应了紊动粘性系数
空间分布的差异，所以其能较好地模拟浅水河道水
流的三维特征。
3　分层积分降维数值解法

由于河道水流具有待定的自由表面，导致了求
解三维问题的另一困难。 对于非恒定流运动，水位
随时间变化，通常所谓“刚盖”假设来求解自由表面
方法己不适应。 笔者曾在 ２０ 世纪 ８０ 年代，受平面
二维河道水流数学模型求解自由表面的启发，提出
过一种水平分层积分方法，有效地解决了求解三维
自由表面的困难

〔７〕 。
将平面流场沿水深等分为 N层，以第 i层为例，

从该层下表面 z－i 至上表面 z＋i ，对式（６）和（７）积分：

∫zi＋
z－i
（抄u抄x ＋抄v

抄y ＋抄w
抄z －S）ｄz ＝０ （１１）　

∫z＋i
z－i
（抄u抄t ＋抄（uu）

抄x ＋抄（vu）
抄y ＋抄（wu）

抄w ）ｄz ＝

　　∫z＋i
z－i
（Sｕ０ －ｇ 抄Ｚ

抄ｘ ＋ 抄
抄ｘ（Dｘｙ

抄ｕ
抄ｘ） ＋ 抄

抄ｙ（Dｘｙ
抄ｕ
抄ｙ） ＋

抄
抄ｚ（Dｘｚ

抄ｕ
抄ｚ））ｄｚ ；

　　∫z＋i
z－i
（ 抄v抄t ＋抄（uv）

抄x ＋抄（ vv）
抄y ＋抄（wv）

抄w ）ｄz ＝

　　∫z＋i
z－i
（Sv０ －g 抄Z抄y ＋ 抄

抄x（Dxy
抄v
抄x） ＋ 抄

抄y（D xy
抄v
抄y） ＋

抄
抄z（Dxz

抄v
抄z））ｄz （１２）　

式（１２）积分中，引入了两个假设：
假设一　假设被积函数在一层间沿下表面 z－i

至上表面 z＋i 间是线性分布的。 考查通常情况，设被
积函数 F，Q 在积分区间内为线性分布，并用下式表
示：

F ＝珔F ＋ΔF；
Q ＝珚Q ＋ΔQ （１３）　
因而可计算出如下积分：
R ＝∫zi＋

z－i
FQ ｄz ＝珔F珚Qh i ＋ΔFΔQ （１４）　

ΔFΔQ ＝ h i１２（F
＋
i －F－

i ）（Q＋
i －Q－

i ） （１５）　
h i ＝z＋i －z－i （１６）　
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式（１２） ～（１６）中上标分别表示 i 层上下表面
处值。 式（１５）即为通常所指由流速沿水深非均匀
分布引起的弥散项，在线性分布假设下可用该式算
出，这表明假设条件下的积分精度相当于有限元法
中的线性单元精度，或有限差分法中前、后差精度，
可以满足一般精度要求。

假设二　假设各层表面有下列关系：
w＋
i ＝抄z＋i

抄t ＋u＋
i
抄z＋i
抄x ＋v＋i 抄z＋i

抄y ；

w－
i ＝抄z－i

抄t ＋u＋
i
抄z－i
抄x ＋v＋i 抄z－i

抄y （１７）　
像边界层模型所作的流速断面分布相似假设那

样，认为同一层各垂线上的流速分布符合相似分布
假设，则式（１７）一定成立。

在以上两个假设前提下，应用牛顿 －来布尼斯
公式，式（１１），（１２）积分后可得：

抄h i
抄t ＋抄U i

抄x ＋抄V i
抄y ＝q i （１８）　

抄U i
抄t ＋抄（珔u iU i）

抄x ＋抄（珋v iU i）
抄y ＝ q iu０ －gh i 抄Z抄x ＋

抄
抄x（Dxy

抄U i
抄x ） ＋ 抄

抄y（Dxy
抄U i
抄y ） ＋ 抄

抄x（ Δu iΔu i） ＋
抄
抄y（Δu iΔv i） ＋D＋

i，xz
抄u＋

i

抄z －D－
i，xz

抄u－
i

抄z ；
抄V i
抄t ＋抄（珔u iV i）

抄x ＋抄（珋v iV i）
抄y ＝ q i v０ －gh i 抄Z抄y ＋

抄
抄x（Dxy

抄V i
抄x ） ＋ 抄

抄y（D xy
抄V i
抄y ） ＋ 抄

抄x（ Δv iΔu i） ＋
抄
抄y（Δv iΔv i） ＋D＋

i，yz
抄v＋i
抄z －D－

i，yz
抄v－i
抄z （１９）　

式（１９）流速符号顶部“ －”表示 i 层垂线平均
值，大写相应表示 i层的单宽流量。 由上式可看出，
方程形式与平面二维河道水流基本方程相似，是一
个典型的二维输运方程，从而把三维问题通过分层
积分降维成二维问题，求解二维流场方法可用来求
解三维流场。
4　剖开算子法应用及其数值解

通过分层积分，己将三维问题简化为若干个二
维问题，而二维问题已有较成熟的解法。 二维输运
方程是一个混合型算子的输运方程，特别适合应用
剖开算子法求解

［ ３，４，７］ 。 将方程剖分为不同子算子
后，用各自适应的数值解法。

由于存在源汇项，在算子剖开前先将式（１９）作

适当的变化，化为如下形式：
抄U i
抄t ＋抄（珔u iU i）

抄x ＋抄（珋v iU i）
抄y －珔u i（抄h i抄t ＋抄U i

抄x ＋抄V i
抄x ）

＝q i（u０ i －u i） －gh i 抄Z抄x ＋
抄
抄x（Dxy

抄U i
抄x ） ＋抄

抄y（Dxy
抄U i
抄y ）

＋ 抄
抄x（Δu iΔu i） ＋抄

抄y（Δu iΔv i） ＋D＋
i，xz

抄u＋
i

抄z －D－
i，xz

抄u－
i

抄z ；
抄V i
抄t ＋抄（珔u iV i）

抄x ＋抄（珋v iV i）
抄y －珋v i（抄h i抄t ＋抄U i

抄x ＋抄V i
抄x ）

＝q i（v０ i －v i） －gh i 抄Z抄y ＋抄
抄x（Dxy

抄V i
抄x ） ＋抄

抄y（Dxy
抄V i
抄y ）

＋ 抄
抄x（Δv iΔu i） ＋抄

抄y（Δv iΔv i） ＋D＋
i，yz

抄v＋i
抄z －D－

i，yz
抄v－i
抄z

（２０）　
根据算子的性质，将式（２０）剖分为如下几个分

步，用各自适应的数值方法求解。
4．1　 对流分步

抄U i
抄t ＋抄（珔u iU i）

抄x ＋抄（珋v iU i）
抄y －

珔u i（抄h i抄t ＋抄U i
抄x ＋抄V i

抄x ） ＝０；
抄V i
抄t ＋抄（珔u iV i）

抄x ＋抄（珋v iV i）
抄y －

珋v i（抄h i抄t ＋抄U i
抄x ＋抄V i

抄x ） ＝０ （２１）　
上式展开后，则可化为典型的纯对流方程
抄珔u i
抄t ＋珔u i 抄珔u i抄x ＋珋v i 抄珔u i抄y ＝０
抄珋v i
抄t ＋珔u i 抄珋v i抄x ＋珋v i 抄珋v i抄y ＝０ （２２）　
可用文献［３］，［４］的特征线法求解。

4．2　 压力传播分步

抄U i
抄t ＝－g 抄Z抄x　；　 抄V i

抄t ＝－g 抄Z抄y （２３）　
首先对式（１８）和（２３）对各层求和，则有：
抄Z
抄t ＋抄U

抄x ＋抄V
抄y ＝Q （２４）　

抄U
抄t ＝－gH 抄Z

抄x　；　 抄V
抄t ＝－gH 抄Z

抄y （２５）　
分别对式（２４），（２５）采用时间前差的隐格式，

从而导出自由表面高程 Z 的偏微分方程：
Z（ n＋１） －gH（Δt） ２（抄

２Z（ n＋１）

抄x２ ＋抄２Z（ n＋１）

抄y２ ） ＝Z（ n） ＋
Δtq －Δt（抄U（ n）

抄x ＋抄V（ n）

抄y ） （２６）　
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这是二阶常系数微分方程，在复杂平面边界条
件下适合应用隐式有限单元法求解。 采用加辽金加
权余量法，在三角形单元离散条件下，最终可形成线
性代数方程组求解，由于它是正定对称的稀疏矩阵，
可用 ＬＲ 法方便求解。
4．3　 水平扩散分步

抄U i
抄t ＝ 抄

抄x（Dxy
抄U i
抄x ） ＋ 抄

抄y（Dxy
抄U i
抄y ）；

抄V i
抄t ＝ 抄

抄x（Dxy
抄V i
抄x ） ＋抄

抄y（Dxy
抄V i
抄y ） （２７）　

因水平扩散分步数值解法对总计算过程稳定性

影响不大，故用显式有限元法求解式（２７）。 方便起
见，式（２７）可用通式表示

抄C
抄t ＝ 抄

抄x（D
抄C
抄x） ＋抄

抄y（D
抄C
抄y） （２８）　

式 （２８）用显式差分格式表示为
C（ n＋１） ＝C（ n） ＋ΔT（ 抄

抄x（D
抄C（ n）

抄x ） ＋
抄
抄y（D

抄C（ n）

抄y ）） （２９）　
如前所述，采用集中质量有限元法求解式（２９）。
4．4 　垂向扩散分步

抄U i
抄t ＝D＋

i，xz
抄u＋

i

抄z －D－
i，xz

抄u－
i

抄z ；
抄V i
抄t ＝D＋

i，yz
抄v＋i
抄z －D－

i，yz
抄v－i
抄z （３０）　

垂向扩散分步的数值解法对计算结果的稳定性

影响甚大，上式中没有含（ x，y）的导数项，适合用隐
式差分法求解，可形成 n 阶三对角线线性方程组求
解。
4．5　 源汇及弥散分步

抄U i
抄t ＝q i（u０ i －珔u i）；
抄V i
抄t ＝q i（v０ i －珋v i） （３１）　
抄U i
抄t ＝抄Axx

抄x ＋抄Axy
抄y ；

抄V i
抄t ＝抄Byx

抄x ＋抄Byy
抄y （３２）　

式中

Axx ＝∫z＋i
z＋i
Δu iΔu iｄz ＝ h１２（u

２
i －u１i ）（u２i －u１i ）

Axy ＝∫z＋i
z＋i
Δu iΔv iｄz ＝ h１２（u

２
i －u１i ）（v２i －v１i ）

Byx ＝∫z＋i
z＋i
Δv iΔu iｄz ＝ h１２（v

２
i －v１i ）（u２i －u１i ）

Byy ＝∫z＋i
z＋i
Δv iΔv iｄz ＝ h１２（ v

２
i －v１i ）（v２i －v１i ） （３３）　

在上述分步中，右边项均未出现二阶以上微分
项，因此可用简单的解析法求解。 对源汇分步直接
积分可得：

U（ n＋１）
i ＝u（ n＋１）

０ i h i －（u（ n）
０ i h i －U（ n）

i ）ｅｘｐ（ －q ih i ）
（３４）　

U（ n＋１）
i ＝U（ n）

i ＋AΔt；
V（ n＋１）
i ＝V（ n）

i ＋BΔt （３５）　
由于单元节点上一阶导数不连续，A，B 由考查

点周围相邻的 M 个单元均值给出：
A ＝ １

M∑
M

p ＝１
（抄Axx抄x ＋抄Axy

抄y ） p；

B ＝ １
M∑

M

p ＝１
（抄Byx抄x ＋抄B yy

抄y ） p （３６）　
源汇项中 q i 的确定需要说明，实际工程问题

中，取排水流量以 Q 给出，它的量纲是 l３ ／t ，在离
散网络下它相当于点源，如源点在 K 点，K 点周围有
M 个单元其他节点值为零，因而有下式守恒关系

Q ＝ １
３ q∑

M

p ＝１
Δp （３７）　

则源汇项中 q 由上式求出，量纲是 l／t ，如源
点在 i 层，即 q i ＝q ，否则 q i 为零。
5　算例与验证

“Ｓ”形明渠弯道水流具有明显的三维流动特
征，文献［５］曾进行过模型试验研究。 选取弯道水
流作为算例来验证所建立的三维水流模型，如图 １
所示。

模型试验
［５］
用光滑材料制成，弯道断面为矩

形，宽 B ＝２．３４ ｍ，水深 H＝０．１１５ ｍ，B／H ＝２０．３５，
可看成宽浅河道，流量 Q ＝０．０９８ ｍ３ ／ｓ，断面平均流
速 u０ ＝０．３６６ ｍ／ｓ， F r ＝u０ ／ gH ＝０．３４，水流为缓
流。 计算范围与模型试验一致， 上游进口为给定流
量断面，下游出口为给定水位断面。 沿流程共布置
１３６ 个断面，各断面沿河宽布置 １３ 个节点，平面总
离散网络节点为 １ ７６８ 个，三角形单元为 ３ ２４０ 个，
沿水深分为 １０ 层，采用平坡，作为光滑渠道，糙率系
数 k s 为 ９，相应糙率 n为 ０．０１。
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图 1　河道模型平面图及计算网格
Fig．1　Sketch of modeling bend flow

and computational meshes
　　用非恒定流过程来逼近恒定流，进口断面给定
流量过程，１００ ｓ 内由 ０ 线性升高到 ０．０９８ ｍ３ ／ｓ，之
后保持不变，经计算 ５００ ｓ 后，流场内各流动参数不
再随时间变化。 图 ２、图 ３ 分别为上游进口断面水
位 Z 与时间 t和下游出口断面流量 Q与时间 t 的计
算结果，可见 ３５０ ｓ后流场趋于稳定，表明该数学模
型具有良好的收敛性。

图 2　进口断面 Z0 ～t关系
Fig．2　Relationship between Z 0

and t at the inlet profile

图 3　出口断面 Q～t关系
Fig．3　Relationship between Q

and t at the outlet profile

图 ４ 给出渠道中心线表层和底层相对径向流
速沿程的计算结果。 可见虽然进口边界按流速均匀
分布给出，但在较短距离内流速调整到河道自然分
布状态，面流速大，底流速小，与实际情况完全相符，
表明该数学模型有较好仿真能力。 图 ５ 给出渠道中
心线表层和底层相对横向流速沿程的计算结果，定
义横向流速由近岸指向远岸为正，反之为负。 可见
在第一弯道上，表层流速为正，底层为负；而在下一
个弯道上，表层流速为负，底层为正。 表面横向流速
总是由凸岸流向凹岸，底层则反之。 弯道横向流速
最大值达到平均径流速约 ３０ ％，可见弯道产生很强
的螺旋流，对弯道河床演变起重要作用。

图 4　 沿中线 u／u０ ～S变化关系
Fig．4 Relationship of u／u０
with S along the central line

图 5　沿中心线 v／u０ ～S分布
Fig．5　Relationship of v／u０
with S along the central line

７ 号断面上沿河宽各条垂线的主流速（径向流
速）与断面平均流速比 u／u０ 和相对水深 h／H的关系
如图 ６ 所示，并与文献［６］用非线性 k －ε 双方程模
型的计算结果进行了比较。 图 ７ 给出相应垂线相对
副流速（横向流速） v／u０ 和相对水深 h／H 的关系。
１１ 号断面上相对主流速、副流速及断面水位沿河宽
变化见图 ８。 可见表层及底层副流速方向相反，也
反映了弯道螺旋流的存在。 由于弯道离心力作用所
致，存在横向水面比降。 图 ９ 分别给出上游弯道局
部流场表层及底层的流速分布，可见在近弯道出口
横向流速最明显，而不是在弯道中间段，表层流速流
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向凹岸，底层流速流向凸岸，从而导致凹岸冲凸岸淤
的河道冲淤特性。

综上可见，无论是主流速，还是副流速，两者沿
垂线变化趋势是比较一致的，在离两岸的河心区域，

计算和试验能很好吻合，仅近岸边有较明显误差，相
对于文献［６］，计算精度更高，表明笔者等提出的数
学模型计算精度与双方程模型接近。

图 6　 垂线相对主流速与相对水深关系
Fig．6　Relationship of vertical main relative velocity versus the relative water depth
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图 7　垂线相对副流速与相对水深关系
Fig．7　Relationship of vertical secondary relative velocity versus the relative depth

图 8　11号断面沿河宽流速分布
Fig．8　Velocity distribution along the width profile of No．11
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图 9　弯道流场分布
Fig．9　Flow velocity distribution

along meandering channel

6　结语
１）　根据宽浅河道水流特点，所提出的零方程

紊流模型，计算涉及了垂向紊动扩散系数的沿水深
水布特点，故能很好反映三维河道水流特点。

２）　提出的分层积分解法，克服了求解三维自
由表面的困难，避免了复杂的 σ坐标变换，而且可
将三维问题化为平面二维问题方便求解。

３）　用三角形有限元网络离散流场，能较好拟
合曲线边界。 根据模型方程的混合算子特性，根据

不同算子特点，用剖开算子法数值求解，从而具有很
好的收敛性。

４）　和二方程紊流模型相比，笔者等所提出的
零方程模型计算工作量省，特别适合非恒定水流计
算。
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