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［摘要］　研究了一类含弱非线性的改进型 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ水波方程，在非交错网格下，利用有限差分法建立了混
合四阶 Ａｄａｍｓ －Ｂａｓｈｆｏｒｔｈ －Ｍｏｕｌｔｏｎ的预报校正格式的波浪数值模型。 在数值模型中，关于空间一阶导数差分
格式采用四阶精度、二阶导数差分格式采用二阶精度。 针对波浪的一维、二维传播变形问题进行了数值计
算，并通过与相关实验结果对比分析考察了该数值模型的适用性。
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1　前言
目前，国内外用于近岸波浪数值模拟的模型主

要集中在如 Ｎａｖｉｅｒ －Ｓｔｏｋｅｓ 方程、缓坡方程以及
Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 类水波方程等这三类。 这三类方程在应
用于近岸波浪的模拟中各有千秋，在研究波浪传播
变形的数值模拟中，呈现出不同的特性，对于不同研
究问题，每一个方程都又有不同的优缺点。 作为其
中的一类，Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程含有非线性和色散性，且
将三维波浪问题简化为二维波浪问题，在其使用范
围内能比较容易地给出波浪模拟，以供工程设计波
浪要素等给出合理的参数值。 在以往的研究中，常
见方程的最佳效果，却少有研究针对一个方程的缺
点进行考究。

应用于水波研究的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 的理论从最经典
的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 水波方程（１９６７）算起［１］ ，到目前已有
约 ４０ 年的时间。 期间国内外众多学者分别给出了
不同形式的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程，使得这些方程在色散
性、变浅性以及非线性等方面的性能日趋完善，这些
方程的最大适用水深不断地拓展。 但是方程的适用
范围越大，方程的表达形式就越来越复杂，他们对应
的数值模型的求解就越发困难

［２ ～４］ 。 为此在港口内

波浪的数值计算中，简便的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程也就成
为自然而然的选择。 Ｂｅｊｉ 和 Ｎａｄａｏｋａ（１９９６）推导了
简便的改进型 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程［ ５］ ，很多学者对该方
程进行了研究

［６ ～７］ 。 在该方程基础上，时间格式上
采用混合四阶 Ａｄａｍｓ －Ｂａｓｈｆｏｒｔｈ －Ｍｏｕｌｔｏｎ，空间格
式上采用了 Ｗｅｉ等（１９９５）给出的格式［ ８］ ，建立了有
限差分的二维数值计算模型，并通过一经典地形上
波浪传播变形的实验考察了该数值模型。
2　基本方程及数值模型
2．1　基本方程

Ｂｅｊｉ和 Ｎａｄａｏｋａ（１９９６）推导的改进型的 Ｂｏｕｓｓ-
ｉｎｅｓｑ 水波方程表达形式［５］ ：

ηt ＋ · ［（h ＋η）珔u］ ＝０ （１）
珔u t ＋（珔u· ）珔u ＋g η＝ １

２ h（１ ＋
β） · （h珔u t） ＋１

２ βgh · （h η）
－１

６ h
２（１ ＋β） （ · 珔u t） －１

６ gh
２β （ ２η） 　

（２）
式（１），（２）中， 珔u ＝（ u，v）为二维水深平均速度； η
为波面升高； h ＝h（x，y） 为静水面以下的水深； g
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为重力加速度； 为二维水平梯度算子； β＝０．２
时方程的色散关系式与 Ｓｔｏｋｅｓ 线性波色散关系的
Ｐａｄé（２，２）展开式一致。
2．2　数值模型

笔者在公式（１）和（２）的基础上，建立了有限差
分的二维数值计算模型。
２．２．１　内部造波技术和边界处理

传统的波浪入射边界条件（波面和速度）利用
造波板给出，而内部造波法的实质是在方程中引入
与入射波浪要素有关的源项，该方法的优点是可以
避免在初始边界采用固定造波板造波带来的二次反

射问题。 在内部造波技术上， 典型的有 Ｌａｒｓｅｎ，
Ｄａｎｃｙ（１９８３） ［ ９］

和 Ｗｅｉ 等（１９９９） ［１０］ 。 在文章数值
模型中，采用了 Ｗｅｉ 等（１９９９）的源项［１０］ ，其中区别
在于源项中的系数略有差异，而表达形式完全一致。

ηt ＋ · ［（h ＋η）珔u］ ＝f （３）
f（x，y，t） ＝Dｅｘｐ（ －βx２ ） ｓｉｎ（ky －ωt） （４）
式（４）中：

D ＝２η０ （ω２ －α１ gk４ h３ ）
ωI［１ －α（kh） ２ ］ （５）

I ＝ βｅｘｐ（ －l２ ／（４β）） （６）
α＝－（１ ＋β） ／３ ， α１ ＝－β／３ （７）

此外，在开边界处采用了与 Ｗｅｉ 等（１９９９）给出
的海绵边界层对波浪进行吸收

［１０］ 。 在数值计算中，
笔者采用了非交错网格，为了去掉由于这种网格带
来的数值震荡，采用了光滑技术［１１］ 。
２．２．２　数值模型具体表达式

ηt ＝EZ （８）
U t ＝EUS ＝EU ＋EUT （９）
V t ＝EVS ＝EV ＋EVT （１０）

式（８） ～（１０）中：
EZ ＝－ · ［（h ＋η）珔u］ ＋f
U ＝u －１

２ （１ ＋β）h（hu） xx ＋１
６ （１ ＋β）h２ uxx

EU ＝－（uu x ＋vu y） －gηx ＋β
２ g

抄
抄x［（h

２ηx） x ＋
（h２ηy） y］ －β

６ gh
２ 抄
抄x（ηxx ＋ηyy）

　 EUT ＝ １
２ （１ ＋β）h（hv） xyt －１

６ （１ ＋β）h２ vxyt
V ＝v －１

２ （１ ＋β）h（hv） xx ＋１
６ （１ ＋β）h２ vxx

EV ＝－（uvx ＋vvy） －gηy ＋β
２ g

抄
抄y［（h

２ηx） x ＋

（h２ηy） y］ －β
６ gh

２ 抄
抄y（ηxx ＋ηyy）

　 EVT ＝ １
２ （１ ＋β）h（hu） xy t －１

６ （１ ＋β）h２u xy t
２．２．３　求解过程

预报阶段：
ηn ＝ηn－１ ＋Δt

１２（２３（EZ）
n－１ －１６（EZ） n－２ ＋

５（EZ） n－３ ） （１１）
Un ＝Un－１ ＋Δt

１２（２３（ESU）
n－１ －

１６（ESU） n－２ ＋５（ESU） n－３ ） （１２）
Vn ＝Vn－１ ＋Δt

１２（２３（ESV）
n－１ －

１６（ESV） n－２ ＋５（ESV） n－３ ） （１３）
校正阶段：
ηn ＝ηn－１ ＋Δt

２４（９（EZ）
n ＋１９（EZ） n－１ －

５（EZ） n－２ ＋（EZ） n－３ ） （１４）
Un ＝Un－１ ＋Δt

２４（９（ESU）
n ＋１９（ESU） n－１ －

５（ESU） n－２ ＋（ESU） n－３ ） （１５）
Vn ＝Vn－１ ＋Δt

２４（９（ESV）
n ＋１９（ESV） n－１ －

５（ESV） n－２ ＋（ESV） n－３） （１６）
迭代阶段：无论在预报阶段还是校正阶段，波面

都是直接求得，但求速度时，须用到三对角追赶法。
如果校正阶段的值与预报阶段得到的值控制在设定

的误差内，则该步计算结束；如不满足，则重新回到
校正阶段进行计算，直到满足条件为止，笔者设置的
误差为 ０．０００ １。
abs（W倡 ） ≥ ０．０００ １ 时，
abs（（W －W倡 ） ／W倡 ） ≤ ０．０００ １ ；
abs（W倡 ） ≤ ０．０００ １ 时，
abs（W －W倡 ） ≤ ０．０００ １ 。 （１７）
式（１７）中 W 和 W倡

可代表 η， u 和 v的校正值和预
报值。
3　数值模型的验证及分析
3．1　一维波浪模拟

Ｂｅｊｉ 和 Ｂａｔｔｊｅｓ 及 Ｌｕｔｈ 等分别对淹没浅堤地形
上的波浪传播进行了物理模型试验，对其试验结果
等分别进行了潜堤上波浪传播的物理模型实验，数
据来自文献［７］。 模拟结果见图 １，图 １ 中也给出了
郑永红等利用 Ｃｒａｎｋ －Ｎｉｃｏｌｏｓｎ 格式计算的结果。
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由图 １ 可以看出，笔者的计算结果与实验结果的吻
合程度比郑永红等的计算结果好，这说明该格式下
数值计算精度更好。 但从数值结果上表明，在潜堤

以后，无论是笔者提出的格式，还是郑永红等所采用
的格式，均不能准确给出次峰值，这同时也说明二阶
改进型 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的自身性能的不足。

图 1　不同位置处的数值模拟结果与实验数据的对比
Fig．1　Comparisons of simulated results with experimental data at different locations

　　
3．2 二维波浪模拟

Ｂｅｒｋｈｏｆｆ［１２］进行了椭圆形浅滩实验，后来，该实
验被广泛地用来验证各类数值模型。 在数值模拟
中，计算区域为 ３０ ｍ ×２０ ｍ，斜坡坡度为 １∶５０，斜坡
梯度方向与波浪入射方向的夹角为 ２０°。 内部造波
源位于 x ＝４ ｍ 处的位置。 斜坡旋转后的坐标与计
算坐标的关系如下：
x１ ＝（x －１４．５）ｃｏｓ（２０°） －（y －１０） ｓｉｎ（２０°）
y１ ＝（x －１４．５） ｓｉｎ（２０°） ＋（y －１０）ｃｏｓ（２０°）

（１８）
椭圆形浅滩中心坐标为（ x１ ， y１ ） ＝（０，０），浅

滩边界定义如下：

（x１ ／３．０） ２ ＋（y１ ／４．０） ２ ＝１．０ （１９）
平底区域及斜坡上的水深为

h s ＝ ０．４５ ｍ　 　　　　　　 x１ ＜－５．８２ ｍ
０．４５ －０．０２（５．８２ ＋x１ ）ｍ　x１≥ －５．８２ ｍ

（２０）
浅滩上水深为

h ＝h s －０．５［１ －（x１ ／３．７５） ２ －
（y１ ／５．０） ２ ］ ０．５ ＋０．３ ｍ （２１）

波浪周期为 １．０ ｓ，波高为 ０．０４６ ４ ｍ，波浪正向
入射。 在数值模拟中，采用了空间步长为 ０．１ ｍ ×
０．１ ｍ，时间步长为 ０．０２ ｓ，整个模型运行 ４０ ｓ。 数
值计算结果与已公开发表的实验数据对比见图 ２，
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图 ２ 中 H０ 为入射波高，H为计算域内的波高。 波浪
穿越浅滩的整个数值计算过程中，从整体效果来看，
笔者的模型数值计算结果与实验结果吻合较好。 图

３ 给出了在 t＝４０ ｓ 时刻的全场波面图，图中反映出
Ｂｏｕｓｓｉｅｎｓｑ 方程能综合模拟出了波浪的变浅、反射、
折射和绕射等现象。

图 2　数值解与实测结果的比较
Fig．2　Comparisons of numerical results and measured wave height

图 3　t＝40 s时的全场波面图
Fig．3　Simulated surface wave at t＝40 ｓ
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4　结语

１）研究了一类含弱非线性的改进型 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ
方程，建立了基于非交错网格的 ＡＢＭ格式下的波浪
数值模型。

２）利用数值模型对波浪的一维和二维传播问
题进行了计算，结果表明对于空间点的波浪时间序
列问题上，该数值模型不能准确给出潜堤后次峰，但
对于沿空间的波高统计值对比上，该数值模型计算
结果较为准确。

３）尽管笔者采用的是改进型 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程，
但以上结论中给出的问题也会出现在其他同为二阶

的高阶 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的数值模拟中，这实质上也
反映出二阶色散性 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 水波方程的局限性。
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