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工程网络计划的 LR 型模糊系数线性规划方法

高 　朋 ，冯俊文
（南京理工大学经济管理学院 ，南京 ２１００９４）

［摘要］ 　工程网络计划的基础是对各工序持续时间的估计 ，而导致工序工期不确定性的因素不仅具有随机
性 ，通常也具有模糊性 。文章提出一种具有 LR型模糊数的线性规划模型 ，解决了工程网络计划的时间参数
估计和关键路径识别问题 ，并通过引入 λ截集来充分描述决策者在不同情形下对工序工期估计的可信程度 。
最后给出一实例详细说明了该方法的应用过程及有效性 。
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1 　前言
网络计划技术是指用网络图来表示项目中各项

工序的进度及相互关系 ，并在此基础上进行网络分
析 ，计算网络中各工序持续时间 ，以确定关键工序以
及关键路径的项目计划管理方法

［１］ 。 经典的网络计
划技术主要有计划评审技术（program evaluation and
review techniques ， PERT）和关键路径法（critical path
method ，CPM） 。

工程网络计划的基础是对各工序持续时间的估

计 。因此对工序时间估计的正确与否 ，将决定项目
进度能否按计划执行 。 PERT 认为工序持续时间 t
为随机变量而不是固定常数 ，通常用三种估计值来
描述工序持续时间 ：a ．最乐观时间 t０ ；b ．最可能时间
tm ；c ．最悲观时间 tp ，并假设工序工期服从 Beta 分
布 ； tp ≥ tm ≥ t０ ，则可得到工序的期望工期 Te ：

Te ＝
T０ ＋ ４ Tm ＋ Tp

６ （１）

σ２ ＝
Tp － T０

６

２

（２）

其中 ，σ２ 为工序工期的方差 。
尽管 PERT的三点估计法考虑到了工程项目中

的随机性与不确定性 ，但仍然存在一些缺陷和不足 ：

a ．在工程中 ，很多工序往往缺少执行的先例而造成
样本量的不足 ，从而难以采用概率分布的形式对其
工期进行估计 ；b ．导致工序工期不确定性的因素中
常具有模糊性 ，例如 ，地质状况 、天气状况 、施工技术
与管理能力等 。 通常 ，这些因素要用自然语言来描
述和表达 ，其度量具有模糊性 ，反映了人们对事物不
确定性的主观反映

［２］ ，显然 PERT 方法无法考虑上
述因素 。 针对此情况 ，文献［３］将模糊理论引入到网
络计划技术中 ，提出了模糊计划评审技术 （Fuzzy
PERT） ，文献［４］分析了在工序工期为模糊数情形下
的工程期望完工时间以及满足某一完工时间的可能

性问题 ，文献［５］研究了在模糊环境下寻找网络图关
键工序和关键路径的方法 。 但是上述方法由于引入
模糊数容易造成运算的扩张现象 ，同时在关键路径
的识别上也存在困难 ，甚至可能得出错误的结论［６］ 。

基于上述分析 ，在现有研究成果的基础上提出
一种具有 LR 型模糊系数的线性规划模型 ，并以此
为依据解决工程网络计划的时间参数估计和关键路

径识别问题 。 该方法与现有文献方法相比较有计算
简单 ，操作方便的优点 。 另外 ，LR 型模糊数是一类
应用广泛的模糊数 ，且大部分模糊数都可以用它来
表示 ，如三角模糊数 、梯形模糊数 、指数型模糊数
等 ，从而使该方法更具有通用性 。
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2 　模糊线性规划模型
2 ．1 　 LR型模糊数

定义 １ 　 模糊数［７］ 。模糊数是定义在实数 R上
的正规凸集 ，记 珟N ＝ ｛（ x ，μ珟N （ x）） ，x ∈ R｝ ，μ珟N （ x）是
从 R到［０ ，１］上的连续映射 ，又称为模糊数 珟N 的隶
属函数 ，μ珟N ：R → ［０ ，１］ ：

μ珟N （ x） ＝

０ x ≤ a
f珟N （ x） a ≤ x ≤ c
１ c ≤ x ≤ d

g珟N （ x） d ≤ x ≤ b
０ x ≥ b

（３）

其中 ，f珟N为［ a ， c］ → ［０ ， １］的连续递增函数 ；g珟N为

［ d ， b］ → ［０ ，１］的连续递减函数 。
定义 ２ 　 LR型模糊数［８］ 。若模糊数 珟N 为 LR型

模糊数 ，则其隶属函数 μ珟N （ x）的形式（见图 １）为

μ珟N （ x） ＝
L m － x

α x ≤ m ，α ＞ ０

R x － m
β

x ≥ m ，β ＞ ０
（４）

其中 ，L ：［０ ，＋ ∞ ］ → ［０ ，１］ ；R ：［０ ，＋ ∞ ］ → ［０ ，１］ ；L
（０） ＝ R（０） ＝ １ ；L（ R）为严格单调递增（减）函数 ；m
为 珟N 的中心（均值） ；α和 β分别是 珟N 的左 、右宽 ，记
珟N ＝ （ m ，α ，β） 。

图 1 　 LR型模糊数的隶属函数
Fig ．1 　 The membership function of LR － type fuzzy number

特别地 ，当 L（ x） ＝ R（ x） ＝ max（０ ，１ － x）时 ， 珟N
为 LR型三角模糊数 。

定义 ３ 　 λ截集 。 对于隶属函数形式为 μ珟N （ x）
的 LR型模糊数 珟N ，对 橙 λ ∈ ［０ ，１］ ，称 珟Nλ ＝ ｛ x｜ μ珟N

（ x） ≥ λ｝为 珟N 的 λ截集 ，有 ：
珟Nλ ＝ ［ m － （１ ＋ L－ １ （ λ）） α ，m ＋ （１ ＋ R－ １ （ λ）） β］

（５）
　 　 当 珟N 为 LR型三角模糊数时 ，

珟Nλ ＝ ［ m － （１ － λ） α ，m ＋ （１ － λ） β］ （６）
2 ．2 　 模糊线性规划模型

模糊规划作为解决带有模糊参数的优化决策问

题的有力工具 ，长期以来一直受到国内外学者的广
泛关注 。 模糊线性规划是模糊规划中最常用的模
式 。尽管模糊线性规划模型有很多形态 ，文章主要
讨论仅约束条件含模糊数的模糊线性规划问题

［９］ 。

max f（ x） ＝ ∑
p

j ＝ １
ci xi

s ．t ．
∑
p

j ＝ １
aij xj ≤ 珓bi 　 i ＝ １ ，２ ，… ，m － １

∑
p

j ＝ １
amj xj ≤ 珓bm 　 xj ≥ ０ ，j ＝ １ ，２ ，… ，p０

xj ≤ ０ ，j ＝ p０ ＋ １ ，p０ ＋ ２ ，… ，p

（７）

其中 ，f（ x）为目标函数 ；ci 为决策系数 ；xi 为决策变
量 ；aij为技术系数 ；珓bi ，珓bm 为资源模糊系数 。

3 　基于模糊线性规划模型的工程网络计划
方法

3 ．1 　 时间参数的解释
网络中工序的时间参数有 ：工序最早开始时间

TES ；工序最早完工时间 TEF ；工序最迟开始时间
TLS ；工序最迟完工时间 TLF ；工序总时差 S ；工序自

由时差 F ，工序总时差与自由时差的关系可以通过
图 ２来说明 。

图 2 　工序的总时差与自由时差
Fig ．2 　 The slack time and free time of an activity

从图 ２可以看出 ，工序 a 的总时差 S 包含了自
由时差 F ，F体现了工序的实际机动（富裕）时间 。
3 ．2 　 问题描述

G（ V ， A ，珘T）是一个有向无圈图表示的网络 。 V
是 G 中所有节点（在计划网络中 ，节点表示事件）集
合 ，A 炒 V × V是 G 中所有边的集合（边表示工序） ，
每一个工序 a（ i ，j） ∈ A 都对应于一个时间 tij表示
工期 ，考虑到项目进程中的模糊性 ，令 珓tij ∈ 珘T 为工
序的模糊工期 ，用 LR型模糊数表示 ，记 珓tij ＝ （ teij ，α ，

β） 。 让 V１ 表示起始节点（项目开始事件） ，Vn 表示

结束节点（项目结束事件） ，并且让 P（ n）表示从节
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点 １到节点 n 的所有路径的集合 ，让 CP 表示关键
路径集 ，显然 CP 炒 P（ n） 。

现考虑模糊网络图中工序的一般情况 ，如图 ３
所示 。 a（ j ，r１ ） ，… ，a（ j ，rm ）为 a（ i ，j）的紧后工序
（项目结束事件 Vn 不存在紧后工序） 。 为描述的方

便 ，引入时间变量 x ，对于工序 a（ i ，j） ，xi 表示 a（ i ，
j）的最早开始时间 ， xi ＝ TES （ i ， j） ， xj 为 a（ i ，j）的
完工时间 。

图 3 　具有紧后关系的典型工序
Fig ．3 　 Typical activity with immediate predecessors

定义 ３ 　 若 a（ i ，j）为关键工序 ，则该工序的总
时差 S（ i ， j） ＝ ０ ，即 xj － （ xi ＋ teij ） ＝ ０ ，且 xj 为工序

a（ i ，j）的最早完工时间或最迟完工时间 。
定义 ４ 　 若 a（ i ，j）为非关键工序 ，则该工序有

机动时间 ，即 S（ i ， j） ＞ ０ ，即 xj － （ xi ＋ teij ） ＞ ０ ，且

xj 为工序 a（ i ，j）的最迟完工时间 。

结论 １（确立约束条件） 　 整合定义 ３ 和定义
４ ，有

xj － xi ≥ teij （８）

　 　 结论 ２（确定关键工序） 　 若工序 a（ i ，j）满足
xj － （ xi ＋ teij ） ＝ ０ ，当 ：

１）在该工序的紧后工序中 ，橙 k ∈ ｛１ ，２ ，… ，m｝ ，
满足 a（ j ，rk） 臭 CP ，则 xj 为工序 a（ i ，j）最早完工时
间 ，且工序 a（ i ，j）为非关键工序 ；

２）在该工序的紧后工序中 ，愁 k ∈ ｛１ ，２ ，… ，m｝ ，
满足 a（ j ，rk） ∈ CP ，则 xi 为工序 a（ i ，j）最迟完工时
间 ，且工序 a（ i ，j）为关键工序 。
3 ．3 　 模型

根据上述问题的描述 ，结合式（８）建立相应的模
糊线性规划模型 ，以求出工程网络的工期和识别关

键路径 。
min f（ x） ＝ xn

s ．t ． xj － xi ≥ 珓tij
xj ≥ xi ≥ ０ 　 i ＝ １ ，２ ，… ，n ，j ＝ １ ，２ ，… ，n

（９）
其中 ，目标函数 f（ x）为求解 xn 的最小值 ，由于 xn
值即为项目的完成时间 ，即项目的总工期 ，因此目标
函数为求最短项目工期 。 用 LR 型模糊数表示模糊
工期 珓tij ，记 珓tij ＝ （ teij ，α ，β） ，不失一般性 ，这里采用

LR型三角模糊数 。
引入 λ 截集充分描述决策者在不同情形下对

工序工期估计的可信程度 。 λ的意义就是决策者的
决策信心 ，λ越大 ，表明决策者的估计信心越大 ，反
之 λ越小 。 根据式（６） ，模型（９）可转化为

min f（ x） ＝ xn

s ．t ．
xj － xi ≥ ［ teij － （１ － λ） α ，teij ＋ （１ － λ） β ，］

xj ≥ xi ≥ ０

i ＝ １ ，２ ，… ，n ，j ＝ １ ，２ ，… ，n
（１０）

4 　实例分析
下面分析如图 ４所示的工程网络计划问题 。 该

网络中各工序的紧前工序 、紧后工序以及模糊工期
的 LR型三角模糊数形式见表 １ 。

图 4 　双代号网络图
Fig ．4 　 AOA network

表 1 　工序关系及其模糊参数
Table 1 　 The logic relationship between activities

and their fuzzy parameters

工序 紧前工序 紧后工序
模糊工期

桙天

左侧模

糊宽度

右侧模

糊宽度

（１ ，２） 桙 a２３ ， a２４ （５ ，２ ，２） ２ ２

（２ ，３） a１２ a３５ （７ ，２ ，３） ２ ３

（２ ，４） a１２ a４５ ， a４６ （１５ ，３ ，８） ３ ８

（３ ，５） a２３ a５６ （１１ ，１ ，２） １ ２

（４ ，５） a２４ a５６ （１０ ，２ ，５） ２ ５

（４ ，６） a２４ 桙 （２０ ，４ ，３） ４ ３

（５ ，６） a３５ ， a４５ 桙 （２５ ，５ ，５） ５ ５

27 中国工程科学



　 　 根据表 １ 资料及式（１０） ，建立模糊线性规划模
型 ：

min f（ x） ＝ x６

s ．t ．

x２ － x１ ≥ ［５ － （１ － λ）２ ，５ ＋ （１ － λ）２］
x３ － x２ ≥ ［７ － （１ － λ）２ ，７ ＋ （１ － λ）３］
x４ － x２ ≥ ［１５ － （１ － λ）３ ，１５ ＋ （１ － λ）８］
x５ － x３ ≥ ［１１ － （１ － λ）１ ，１１ ＋ （１ － λ）２］
x５ － x４ ≥ ［１０ － （１ － λ）２ ，１０ ＋ （１ － λ）５］
x６ － x４ ≥ ［２０ － （１ － λ）４ ，２０ ＋ （１ － λ）３］
x６ － x５ ≥ ［２５ － （１ － λ）５ ，２５ ＋ （１ － λ）５］
x６ ≥ x５ ≥ … x１ ≥ ０

λ ∈ ［０ ，１］
（１１）

　 　 为充分考虑工序工期估计确信程度对网络计划
的影响 ，可考虑最确信情况下（ λ ＝ １） ，中等确信情
况下（ λ ＝ ０ ．５） ，最不确信情况下（ λ ＝ ０）３种情况 。

运用 WinQSB软件对式（１１）进行求解 ，结果如
表 ２ 。

表 2 　模糊线性规划模型的求解结果
Table 2 　 The results of fuzzy linear program

λ x１ x２ x３ x４ x５ x６ f（ x）

１ ０ ５ １６ ２０ ３０ ５５ ５５

０ ．５ ０ ４ ，６ １４ ，１９ １７ ．５ ，２５ ２６ ．５ ，３７ ．５ ４９ ，６５ ４９ ，６５

０ ０ ３ ，７ １２ ，２２ １５ ，３０ ２３ ，４５ ４３ ，７５ ４３ ，７５

　 　 由表 ２ 可知 ，当 λ ＝ １ 时 ，此时表明决策者对各
工序工期的估计最为确信 ，工程项目最可能的总工
期为 ５５天 。 当 λ ＝ ０ 时 ，此时表明决策者对各工序
工期的估计最为不确信 ，工程项目的总工期为 ４３ ～
７５天 。 值得注意的是 ，４３ 天的总工期为低估值 ，可
能会造成项目无法按时完成的风险 ，而 ７５天为总工
期的高估值 ，可能会造成项目资源的闲置或浪费 。

表 3 　 λ ＝ 0畅5下的网络参数
Table 3 　 The parameter values under λ ＝ 0畅5

工序
期望工期

Te

最早开始

时间 TES

最迟完工

时间 TLF

总时差

S ＝ TLF － （ TES ＋ Te）
关键

工序

（１ ，２） ４ ，６ ０ ４ ，６ ０ 是

（２ ，３） ６ ，８畅５ ４ ，６ １４ ，１９ ４ ，４畅５ 否

（２ ，４） １３畅５ ，１９ ４ ，６ １７畅５ ，２５ ０ 是

（３ ，５） １０畅５ ，１４ １４ ，１９ ２６畅５ ，３７畅５ ２ ，４畅５ 否

（４ ，５） ９ ，１２畅５ １７畅５ ，２５ ２６畅５ ，３７畅５ ０ 是

（４ ，６） １８ ，２１畅５ １７畅５ ，２５ ４９ ，６５ １３畅５ ，１８畅５ 否

（５ ，６） ２２畅５ ，２７畅５ ２６畅５ ，３７畅５ ４９ ，６５ ０ 是

　 　 表 ３给出了在 λ ＝ ０畅５ 下的计算结果 。 可以看
出 ，当 λ ＝ ０畅５时 ，所计算的总工期为 ４９ ～ ６５ 天 ，此
时决策者对工期估计的确信度为中等 。 由于笔者根
据工序的紧后关系确定关键路径 ，因此关键工序的
检测应采用 a（５ ，６） → a（１ ，２）的逆向过程 。 由于工
序（１ ，２） ，工序（２ ，４） ，工序（４ ，５） ，工序（５ ，６）满足结
论 ２的两个条件 ，所以它们都是关键工序 ，构成关键
路径 。

图 ５给出了不同 λ值下项目工期的估计结果 。

图 5 　不同 λ值下项目工期的估计结果
Fig ．5 　 Estimation of project duration under

different λ value

5 　结语
虽然传统网络计划方法考虑到了工程项目的随

机不确定性影响 ，但对导致工序工期不确定性的模
糊性因素却没有充分考虑 。 文章提出一种具有 LR
型模糊数的线性规划模型 ，解决工程网络计划的时
间参数估计和关键路径识别问题 ，通过引入 λ 截集
来充分描述决策者在不同情形下对工序工期估计的

可信程度 ，同时也避免了由于引入模糊数而导致的
运算扩张问题 。该方法的另一个优点就是可以分别
对每个工序设置不同的 λ值 ，因而得到的时间参数
更为符合实际 。

另外 ，如何对模糊线性规划进行扩展 ，以及考虑
在资源约束下运用模糊线性规划方法进行项目进度

计划优化等是值得进一步研究和探讨的内容 。
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Linear programming method with LR type fuzzy numbers
for network scheduling

Gao Peng ，Feng Junwen
（ School of Economics and Management ， Nanjing University of Science and Technology ， Nanjing 210094 ， China）

［Abstract］ 　 Estimation of activity duration is a basic problem for project scheduling ．However ， the uncertainty of
activity duration originates from both probability and fuzziness in the real world ． This paper develops a linear
programming method with LR type fuzzy numbers ，which aims to estimate activity duration and identify critical path ，and
applies the λ － cut to indicate the degree of optimism of a decision maker ．Finally ，an example is given to demonstrate
the application and validity of the proposed method ．
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