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结构时变可靠度计算的全随机过程模型

杜　斌， 向天宇， 赵人达
（西南交通大学土木工程学院 ，成都 ６１００３１）

［摘要］　为了对既有结构的可靠性进行正确评估，必须考虑时间变化的影响，对目前可靠度分析中采用的只
考虑荷载随时间变化的半随机过程模型进行改进。 基于结构抗力和作用效应相互独立的基本假设，充分依
据作用效应和抗力的时变特性，考虑结构抗力为独立增量过程，并计算了抗力的自相关系数，得到了计算结
构失效概率的近似算法，建立了结构时变可靠度计算的全随机过程模型。 通过实例验证，该方法简单易行，
便于工程应用，为基于时变可靠度理论的既有结构评估和寿命预测提供理论依据。
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1　前言
随着结构可靠性理论研究的深入，目前其重点正

由为设计用的时不变可靠度向结构生命全过程（建造、
使用、维修、老化等）的时变可靠度转变［１］ 。 结构时变
可靠度计算是一个非常复杂的问题，国内外学者都进
行了大量的研究，文献［１ ～３］都将随机过程模型直接
转换为随机变量模型进行求解，但给出的计算结构失
效概率公式是一个高维积分，计算复杂。 因此，笔者给
出一种简便实用的方法，以方便工程应用。
2　现有结构可靠性数学模型

传统的结构可靠性计算基于三方面的假设
［４］ ：

ａ．抗力和荷载效应相互独立假设；ｂ．抗力与荷载
效应的随机变量假设；ｃ．串并联系统假设。 我国
枟建筑结构设计统一标准枠 ［５］

在结构抗力和荷载效

应的处理上基于上述假设，采用的可靠度计算模型
为半随机过程模型，结构的极限状态方程表示为：

Z（ t） ＝R －S（ t） （１）
式（１）中， R 为结构的抗力； S（ t） 为作用效应

随机过程； Z（ t） 为极限状态随机过程。 式（１）称为

可靠性计算的半随机过程模型，它考虑了结构的作
用效应具有时间变异性，将其处理为随机过程，而将
结构的抗力仍视为随机变量。 因此，这一模型完全
属于结构可靠性的静态模型。

既有结构在使用过程中，结构的性能受荷载作
用、环境作用和结构材料内部作用的影响，结构性能
随时间的变化是一个复杂的物理、化学和力学损伤
过程。 因此，必须用随机过程来模拟结构的抗力，于
是既有结构的功能函数表示为：

Z（ t） ＝R（ t） －S（ t） （２）
相对式（１）而言，式（２）称为结构可靠性的“全

随机过程模型”，它是结构可靠性的动态计算模型。
3　结构抗力的随机过程模型
3．1　既有结构抗力退化模型

目前，结构抗力常用的时变模型主要有：ａ．直
接转换为各阶段的随机变量的抗力模型，是用随机
过程的某时刻截口随机变量代替随机过程，该模型
并不能反映抗力各个时刻相关性等随机特征。
ｂ．用某类确定性函数［６］

表示随时间变化的衰减，将
非平稳随机过程转换为平稳随机过程模型。 该模型
在确定性函数中存在大量的随机变量，各个随机变
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量的时变函数要通过大量工程统计后获得，而且并
没有充分利用既有结构已有的信息。 ｃ．简化并考
虑各时点相关性的独立增量随机过程

［３］ 。 该模型
是利用当前时刻的实测值对设计抗力随机过程模型

做出修正，假定的是建成时刻的抗力随机过程模型，
再用实测值去修正，从而形成了既有结构在未来继
续使用阶段的抗力随机过程模型。 对于既有结构，
这一模型充分利用了既有结构相当于新建结构的样

本实现这一特性，也体现了既有结构可靠度与新建
结构可靠度计算的区别。
3．2　结构抗力的独立增量过程模型

结构在各时点的抗力存在相关性，但其相关性
的分析具有很大的难度。 为避免分析结构随机抗力
之间的相关性，可考虑各时刻的抗力增量之间相互
独立，以此建立抗力的随机过程模型。

设当前 ′０ 处的抗力 R（ ′０） 是一随机变量，其
均值为 E［R（ ′０ ）］ ， 方差为 D［R（ ′０）］ ， 既有结
构的抗力随机过程为 R（ t） 。 设计的拟建结构抗力
随机过程为 R０ （ t） ，其均值为 E［R０ （ t）］ ，方差为
D［R０ （ t）］ ，在统计和理论意义上，当前时刻 ′０ 处
的抗力 R（ ′０ ） 的均值 E［R（ ′０）］ 和 D［R（ ′０ ）］
应分别等于设计结构的抗力 R０ （ t） 在当前时刻 ′０
的均值函数值 E［R０ （ ′０ ）］ 和 D［R０ （ ′０ ）］ ，结构
抗力随机过程 R（ t） 为：

R（ t） ＝R（ ′０ ） ＋［R０ （ t） －R０ （ ′０ ）］ （３）
既有结构抗力随机过程 R（ t） 的均值函数

E［R（ t）］ 和 D［R（ t）］ 分别为：
E［R（ t）］ ＝E［R（ ′０ ）］ ＋E［R０ （ t）］ －

E［R０ （ ′０ ）］ （４）
D［R（ t）］ ＝D［R（ ′０ ）］ ＋D［R０ （ t）］ －

D［R０ （ ′０ ）］ （５）
设 R（ t） 也为独立增量过程，且 R（ t） 的自相关

系数为：
ρ［R（ t ＋Δt），R（ t）］ ＝ D［R（ t）］

D［R（ t ＋Δt）］ （６）
式（４） ～（６）是已知结构设计抗力随机过程的

均值函数和方差函数，及当前时刻实测样本值的前
提下，既有结构的抗力在未来继续服役期 t∈ ［ ′０，
′０ ＋T′］ 时段内的均值和方差及自相关系数函数
的计算公式。
4　荷载作用效应的随机过程模型

对于既有结构，一般将结构中几种荷载统一模

型化为平稳二项随机过程的等时段矩形波模型

Q（ t）， t ∈ ［０，T］ ，且将其按非负随机变量考
虑

［ ７］ ，故须将荷载随机过程 Q（ t） 转换为设计基准
期 T内的最大荷载随机变量 QT ，即：

QT ＝ｍａｘ０≤ t≤ TQ（ t），（ t ∈ ［０，T］） （７）
对于既有结构，式（７）中的 T 应该改为 T′，即 t

∈ ［ ′０， ′０ ＋T′］ ， 其中 T′是既有结构继续服役基
准期，为一个待定量； ′０ 为评估的当前时刻。 在 ［
′０， ′０ ＋T′］ 时间段，设在每一个时刻 上，荷载出现
的概率为 p ，则在 时段上 Q（ t） 的概率分布 FQT（x）
由两个基本事件组成。 一个是 Q（t） 以概率 p 出现，
其小于 x的概率为 pFQ（x） ， FQ（x） 为任意时点荷载
Q的概率分布函数；另一个是 Q（ t） 以概率 （１ －p） 不
出现，在 Q（ t） 不出现的条件下，其小于 x的条件概率
为 １，用全概率公式， FQT（x） 表示为：

FQT（x） ＝p Q（ t） ≤ x，t∈ ＝
pFQ（x） ＋（１ －p） ＝
１ －p［１ －FQ（x）］
（x ≥ ０），t∈ ［ ′０ ， ′０ ＋T′］ （８）

结构继续服役基准期为 T′，最大荷载 QT′的概
率分布函数 FQT（x） 由极值分布原理推求：
FQ T′（x） ＝P QT′ ＜（x） ＝

P ｍａｘ′０≤ t≤ ′０＋T′
Q（ t） ＜x ＝

P x１ ＜x，x２ ＜x，…，
x r ＜x，t∈ ［ ′０ ， ′０ ＋T′］ ＝
朝r
j ＝１
P［Q（ t） ＜x，x ∈ j］ ＝

朝r
j ＝１

１ －p［１ －FQ（x） ］ ＝
１ －p［１ －FQ（x）］ r，x ≥ ０ （９）

式（９）中， r 为基准期 T′内的总时段数，若
p ＝１ ，即荷载在每一时段必须出现，则

FQT＇（x） ＝［FQ（x）］ r （１０）
若 p ≠ １ ，且 p［１ －FQ（x）］ 充分小时，对于

p ＜１ 的情况，可给出偏安全的形式为：
FQ T＇（x） ＝［FQ（x）］ pr （１１）

式（１１）中， pr ＝mT′， mT′是对应于 T′内的荷载
平均出现次数，故有：

FQT＇（x） ＝［FQ（x）］ m T′ （１２）
这样就建立了服役结构荷载的随机过程概率模型。
5　既有结构构件时变可靠度分析的近似
算法

　　设构件的极限状态功能函数随机过程为：
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Z（ t） ＝g［R（ t），　S（ t）］ ＝
R（ t） －S（ t） （１３）

式（１３）中， R（ t） 和 S（ t） 分别为结构抗力和荷
载效应随机过程。 在设计基准期 T内结构的可靠概
率为：
P S（T） ＝P Z（ t） ＞０，　t∈ ［０，T］

＝P R（ t） ＞S（ t） ，t∈ ［０，T］ （１４）
式（１４）说明，在 ［０，T］ 内每一时刻 t的 R（ t） ＞

S（ t） 时，才能使结构处于可靠状态，其相应的失效
概率为：

P f（T） ＝１ －PS ＝P R（ t i） ＞S（ t i） ，
t i ∈ ［０，T］ （１５）

根据文献［１］，考虑永久荷载 G 和多个可变荷
载组合，可用一次二阶矩方法求解式（１５）的失效概
率。 对于既有结构构件，考虑到抗力与荷载效应的
时变性，式（１４）或（１５）中的 R（ t） 和 R（ t i） 是随时
间变化的，而且 R（ t） 在当前时刻 ′０ 处具有实
测值。

设既有结构构件的永久荷载效应为 G ，可变荷
载效应为 Q（ t） ，则其在未来继续服役期［ ′０ ， ′０
＋T′］内的失效概率可以表示为：

P f（T′） ＝P R（ t i） －G －Q（ t i） ＜０ ，
t i ∈ ［ ′０ ， ′０ ＋T′］

　　　　　 ＝P ｍｉｎ［ R（ t i） －G －Q（ t i）］ ＜０，
t i ∈ ［ ′０ ， ′０ ＋T′］ （１６）

式（１６）中， R（ t i） 为服役构件任一时刻 t i 的抗
力； Q（ t i） 为其任一时刻 t i 的可变荷载效应。 由公
式（１６）可知，构件相当于由串联系统组成，根据近
似计算方法得到的结构失效概率为

［７］ ：
P f（T′） ＝１ －PS Z（T′） ＞０ ＝

１ －PS ∩N
I ＝１ ［Z（ ） ＞０］ ≈

１ －Φn（β，ρ） （１７）
相应的可靠度（失效概率）可由式（１８）计算：

PS（T′） ≈ １ －Φn（β，ρ） （１８）
其 中， β ＝ ［β（ t t１），β（ t t２），β（ t t３ ），…，β（ t tn）］ Ｔ ；
β（ t t i） ＝Φ－１ PS［R（ t i） －G －Q（ t i） ＞０］

ρ ＝［ρ（Z i，　Z j）］ n×n
式（１８）中，β是由各等时段的可靠指标形成的

向量； ρ是各等时段功能函数之间的相关系数矩阵；
Φn（· ，· ） 是 n维标准正态分布函数； Φ－１（· ，· ） 是
Φ（· ，· ） 的反函数。

根据独立增量过程分析， ρ ＝［R（ t i），R（ t j）］ ，

其相关系数相差不大，为进一步简化计算，此时可引
入平均相关系数 ρ＝以简化式（１８）的计算：

ρ＝ ＝ １
n（n －１）钞

n

i， j， i≠ j
ρ（Z i，Z j） （１９）

则式（１８）可改写为：
P f（T′） ≈∫＋∞

－∞
φ（ t）朝n

i ＝１
｛Φ β（ t i） － ρ＝t

１ －ρ＝
｝ｄt
（２０）

式（２０）中， φ（ t） 为标准正态分布函数。
6　算例

某钢筋混凝土梁
［８］ ，已使用 ２０ 年，经过检测后

得出 该 梁 的 均 值 和 方 差 函 数 分 别 表 示 为

E［R（t）］ ＝６０ｅｘｐ（－５．１８３ ×１０－５ t２） －６．５，D［R（t）］
＝２００ｅｘｐ（１．１８３ ×１０－４ t２）（ｋＮ· ｍ） 。 若该梁恒荷载 G
的均值为 μG ＝３１．１３（ｋＮ · ｍ） ，均方差为 σG ＝
２．１７９（ｋＮ· ｍ） ，为正态分布；承受持续性活荷载的
均值 μL i ＝ ２．１１７（ｋＮ · ｍ） ， 均方差为 σL i ＝
０．６８０（ｋＮ · ｍ） ； 承 受 临 时 性 活 荷 载 的 均 值
μL r ＝１．９９６（ｋＮ· ｍ） ；均方差为σLr ＝１．０５８（ｋＮ· ｍ） ，
活荷载均服从极值Ⅰ型分布。 设时刻 t i 的抗力服从
对数正态分布，计算继续服役基准期 T′年内的可靠
指标。

T′＝３０ 年，取 ＝１０ 年，利用抗力独立增量过
程假设，求出参数 E［R（ t i）］ ， D［R（ t i）］ ， ρ［R（ t i），
R（ t j）］ 和 ρ［Z（ t i），Z（ t j）］ ， 列于表 １，均值函数
E［R（ t）］和方差函数 D［R（ ｔ）］随时间变化曲线如
图 １ 和图 ２ 所示。

表 1　已服役 20年的 E［R（ ti）］和 D［R（ ti）］
Table 1　 The E［R（ ti）］ and D［R（ ti）］

of the beam of 20 years ｋＮ· ｍ
t i E［ R（ t i） ］ D［R（ t i） ］
２０ ５２．２６９ ０．０００
２５ ５１．５８６ ２．１２０
３０ ５０．７６６ ３．５０１
３５ ４０．８０９ ４．５３９
４０ ４８．７２５ ５．５３４
４５ ４７．５２２ ６．５２１
５０ ４６．２８０ ７．５１７

从图 １ 和图 ２ 可以看出，均值函数为单调降函
数，方差函数为单调增函数。 按照 t i ＝（ i －０．５） ，
并假定两个可变荷载效应相互独立，利用抗力独立
增量过程的假设，计算抗力相关系数见表 ２。
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图 1　均值函数 E［R（ t）］曲线
Fig．1　 The photography of E［R（ t）］

图 2　方差函数 D［R（ t）］曲线
Fig．2　 The photography of D［R（ t）］
表 2　服役梁各时段的抗力相关系数

Table 2　The self－relevance coefficients
in different periods of beam ｋＮ· ｍ

t i，t j） （ t１ ，t２ ） （ t２ ， t３ ） （ t１ ，t３ ）
ρ［R（ t i） ，R（ t j） ］ ０．９６６ ０．９５６ ０．９２３

ρ［Z i，Z j］ ０．８４１ ０．９１１ ０．７８３

根据结构可靠度计算的一次二阶矩法，按
β（ t i） ＝Φ－１ ［PS R（ t i） －G －Q（ t i） ＞０ ］（ i ＝
１，２，３） 计算出 β（ t i） 分别为： β（ t１ ） ＝ ４．１７３ ，
β（ t２ ） ＝２．７５６ ， β（ t３） ＝１．７８１ 。 用公式计算 i ＝３
时的平均相关系数为 ρ＝ ＝０．８４５ ，用积分公式计算
该梁可靠指标及相应的失效概率，并与文献［４］的
方法做了对比，其失效概率变化曲线如图 ３ 所示。

图 3　服役梁的时变失效概率
Fig．3　The failure probability of existing beam

　　由图 ３ 可知，笔者提出的近似算法的结果与文
献［３］的方法较为接近，都是可行的。 从梁的时变
失效概率变化曲线来看，随着时间的增加，失效概率
显著增大，与实际情况相符合，证实了计算结构时变
失效概率近似算法的可行性，也反映了采用全随机
过程模型对既有结构进行时变可靠度分析的必要

性。
7　结语

现有结构可靠性分析方法基于两个基本假设的

半随机过程模型方法，没有考虑结构使用过程中抗
力和荷载效应的时变性。 文章依据既有结构抗力和
作用效应的时变特性，利用抗力的独立增量过程模
型，建立了既有结构时变可靠度计算的全随机过程
模型，根据串联系统的假设，得出计算结构失效概率
的近似算法，结果表明，随着时间的增加，失效概率
显著增大，与实际情况相符合，证实了计算结构时变
失效概率近似算法的可行性，为基于时变可靠度理
论的既有结构评估和寿命预测提供依据。
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