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［摘要］　低频振荡是影响电力系统稳定运行的一个重要方面。 阐述了低频振荡产生的机理和分析方法，利
用 Ｈｏｐｆ分歧理论，针对一个四阶模型的单机无穷大系统，分析了在临界点附近时可能出现的非线性奇异现
象。 研究表明：由于分歧的存在，导致系统稳定性在临界点附近出现奇异，从而影响了电力系统的稳定域。
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1　低频振荡的机理与研究方法
电力系统在小扰动的作用下，发电机的转子之

间有时会发生相对摇摆，同时输电线路上的功率也
发生相应振荡，影响功率的正常输送，这时如果系
统缺乏必要的阻尼就会失去动态稳定，引起发电机
转子之间的持续振荡，这种振荡的频率很低，一般
在 ０．２ ～２．５ Ｈｚ，故称为低频振荡。 ２０ 世纪 ５０ 年代
低频振荡在国外电力系统就出现过，在我国，
１９７９ 年４ 月在广东到九龙的弱联络线上观察到低频
振荡，此后在湖南电力系统、湖北电力系统都发生
过低频振荡现象。

一般认为，产生低频振荡的物理本质是发电机
轴作为一个刚体相互间的相对摇摆，当系统的阻尼
力矩为负时，就会发生增幅性低频振荡。 近些年
来，随着对电力系统稳定性研究的深入，发现除负
阻尼引起低频振荡外还存在着非线性、混沌等一些
非线性奇异现象。 它们的发生是由于系统自身的
非线性引起的，表现为与通常的非线性不同的振荡
现象。 ２０ 世纪 ８０ 年代中期，Ａｂｅｄ和 Ｖａｒａｉｙａ首次揭
示了电力系统低频振荡中的非线性奇异现象，并指
出这种现象是由 Ｈｏｐｆ 分歧引起的［１］ ，而在此之前，
文献［２］在研究位于芝加哥的 Ｃｏｍｍｏｎｗｅａｌｔｈ Ｅｄｉｓｏｎ

电力系统时已经发现该系统的振荡是发生在线性

化模型靠近虚轴的地方，文章虽没有明确指出，却
也强烈暗示振荡是由于分歧现象引起的。 １９９３ 年
文献［３］又利用分歧理论揭示了准无穷大系统中，
近似周期变化的小扰动下，振幅增长的振荡将中止。

对于电力系统低频振荡的研究，按采用的模型
分主要有两大类：一是基于线性化动态方程分析的
小扰动法；二是以非线性动态方程为基础的时域仿
真法和分歧理论。 基于线性化动态方程分析的小
扰动法（又称为特征分析法）是长期以来进行低频
振荡研究的主要方法，按照这一理论，只要电力系
统出现一对实部为正、虚部为 ０．４ ～０．５ ｒａｄ，与发
电机的 δ、ω强相关的特征根，则系统就将出现增幅
性低频振荡。 但实际上，由于电力系统是一个非线
性系统，考虑到系统全部非线性特性、系统解的不
唯一性、转折点和分歧点的存在，在虚轴附近电力
系统也会出现奇异现象。 也就是说，在虚轴附近即
使系统的全部特征根均位于虚轴左侧，系统非线性
造成的分歧也可能造成增幅性低频振荡；反之，即
使有一对共轭负根位于靠近虚轴右侧区域，分歧的
出现也可能使系统由增幅性低频振荡转化为稳定

的非线性振荡。 这种稳定与 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性有着
本质意义的区别，后者是对一个系统改变初始条件
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来研究系统的稳定性态，而考虑分歧存在的情况
下，系统的拓扑结构已发生变化，反映出来的是系
统状态的一种跳跃或突变。
2　分歧理论

分歧现象是普遍存在的，是非线性系统的重要
特点之一，普遍存在于数学、物理学、化学、经济学、
社会学、生态学等各个领域，像数学中的解不唯一、
物理学中的相变、工程中的静力与动力失稳、经济
学中的马太效应、电子学中的周期振荡、电力系统
动态稳定分析等，都可以从分歧的角度去研究［ ４ ～６］ 。
2．1　分歧的定义

动态系统从一种响应突然过渡到另一种响应

时，连接两种响应的现象叫做分歧［ ５］ 。 对于分歧严
格的具有普遍意义的定义如下：

定义：设 Ｍ 为 n 维流形，考虑定义在 Ｍ 上的
系统

ｄx
ｄt ＝f（x，t，φ（x，t）） （１）

其中， φ∈ 矱， 矱是引入的类函数，在其上定义
了量度。 它可以是向量，也可以是算子 （对无限
维）。 记式（１）的解空间为 X ＝｛ x（ t）；x（ t） ∈Ｍ｝，
引入等价类，即 X ＝Ｅ１∪Ｅ２∪…，各个等价类是互不
相交的（即 Ｅ i∩Ｅ j ＝Ф，i≠j时））。

如果存在 φ０ （ x， t） ∈ 矱，对任意 ε ＞０，存在
满足

｜φ１ －φ０ ｜＜ε 和 ｜φ２ －φ０ ｜＜ε
φ１ ， φ２∈ φ，使系统

ｄx１
ｄt ＝f（x１ ，t，φ１ （x１ ，t））

ｄx２
ｄt ＝f（x２ ，t，φ２（x２ ，t）） （２）

式（２）的解 x１ （ t），x２ （ t）分别属于不同的等价类，则
称 φ０ （x，t）为系统（１）的一个分歧点。
2．2　Hopf分歧

在系统（１）中，当φ（x，t） ＝μ时，可以得到单参
数系统：

X· ＝F（X， μ） （３）
这里 X∈R n

为状态变量，μ∈R 是系统参数（也
称为控制参数）。

在平衡点处展开式（３）得：
X· ＝AX ＋F

　　 （ （X，μ） （４）
称满足 F（X，μ） ＝０ 的解 X（０， μ）是系统（３）的

平衡态解，它是式（１）所决定的一种最终状态。
分歧理论指出，当式（４）中矩阵 A 的特征值具

有非零实部时，式（３）与式（４）在平衡点附近是拓扑
等价的，奇异现象就发生在使 A（μ）具有零实部特征
值的点处。 如果 μ＝μｃ 时，A（μ）有零特征值穿越虚
轴，将出现静分叉现象，称为鞍点分歧；如果 μ＝μｃ

时，A（μ）有一对共轭复特征值穿越虚轴，就会出现
由平衡态到周期解的分歧，称为 Ｈｏｐｆ分歧。

由 Ｈｏｐｆ 分歧定理可知，当曲率系数 β２ ＞０，在
临界点附近系统将由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 意义下的渐进稳定
跃变为轨道不稳的非线性振荡，称为亚临界分歧；
如果 β２ ＜０，在临界点附近系统将由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 意义
下的不稳定跃变为轨道稳定的非线性振荡（等幅振
荡），称为超临界分歧。 发生亚临界分歧时，如果横
截条件 α’（μｃ ） ＞０，则分歧发生在临界点左侧，反
之则发生在临界点右侧；而在超临界分歧发生时，
如果横截条件 α’ （μｃ ） ＞０，分歧发生在临界点右
侧，反之则发生在临界点左侧［４］ 。

对于曲率系数 β２ 的计算，当系统为二阶（ n ＝
２），β２ 的计算较为简单，文献［３］给出了 β２ 的计算

公式， 而在高维系统（n ＞２）的分析中，需进行一个
约化过程，即将高维非线性空间向低维流型化简，
降维后的低维流型将保持其拓扑结构不变，即保留
原来的全部非线性特征。 约化的方法有中心流型
理论、Ｌｙａｐｕｎｏｖ －Ｓｃｈｍｉｔ 方法等，其中用的最多的是
中心流型理论

［７］ ，文章中 β２ 的计算即采用这一方

法进行约化。

图 1　单机无穷大系统
Fig．1　Single －infinite power system

3　单机无穷大系统算例
图 １ 中，忽略线路电容和电阻，无穷大系统电压

为 U· ＝１∠０。 采用晶闸管快速励磁的电压自动调节
系统传递函数

ΔE ｆｄ
－ΔV ｔ

＝ Kｅ
１ ＋Tｅ

，其中 K ｅ 和 Tｅ 是励

磁系统等值放大倍数和时间常数，V ｔ 是机端电压，
描述系统的微分方程为

［８］ ：
δ＝ω０（ω－１）
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ω＝ １
M ［Pｍ －Pｅ －D（ω－１）］

E′ｑ ＝ １
T′ｄ０

（E ｆｄ －Eｑ） （５）
E ｆｄ ＝１

Tｅ
（ －E ｆｄ －KｅV ｔ ＋KｅV ｔ０ ＋E ｆｄ０）

系统线性化后的微分方程表示为

X ＝AX，X ＝（Δδ Δω ΔEｑ ΔE ｆｄ） T （６）
系统参数 xｄ ＝０．９８２，x′ｄ ＝０．３４４，
xｅ ＝x ｔ ＋x ＝０．５０４
xｄΣ ＝xｑΣ ＝１．４８６，x′ｄΣ ＝０．８４８，

T′ｄｏ ＝５．０，M ＝１０，D ＝０．７５，Tｅ ＝０．４，δ＝４９ ｏ

取放大倍数 Kｅ 作为系统控制参数 μ。 下面用
Ｈｏｐｆ分歧理论分析系统的在临界点附近动态行为。

首先算得系统临界点为 μｃ ＝K ｅ ＝３９．４１０ ８６，此
时系统特征根为 ｛０ ±ｊ５．８８６ ２０４， －１．４６２ ７３６ ±
ｊ３．３６７ ６３１｝， 按中心流形理论给出的方法，经计算
得到曲率系数 β２ ＝０．１２６ １２８，横截条件 α′（μ） ＝
０．０１８ ２５６，根据 Ｈｏｐｆ 分歧理论，在临界点附近，系
统发生了亚临界分歧，而且分歧发生在临界点左
侧，于是得出这样的结论：由于发生了亚临界分歧，
在 μ＜μｃ（Kｅ ＜Kｅｃ）的邻域内，系统的动态行为出现
了奇异，即特征值仍在虚轴左侧时，系统就开始不
稳，出现增幅性振荡。 为了验证这一结论，可以利
用数值积分（ｓｔｅｐ ｂｙ ｓｔｅｐ）的方法加以验证。

以输入机械功率的变化 ΔPｍ 作为扰动量，显然
在平衡点 Pｍ ＝１（即ΔPｍ ＝０）处，当 Kｅ ＜Kｅｃ时，系统
特征根均位于 Ｓ平面的左半平面，此时系统是稳定
的，加入小扰动后，使系统过渡到所研究的平衡态
Pｍ ＝１．０５，此时对线性化前后的两组微分方程（式
（５）和式（６））进行数值积分，得到的曲线如图 ２ 和
图 ３ 所示。

图 2　Ke ＝39时，方程（5）的解曲线
Fig．2　Solution curve of equation （5）

when Ke ＝39
由图 ２ 和图 ３ 可以看出，加入小扰动后，在 Kｅ

＜Kｅｃ时，非线性系统就开始出现了增幅性低频振

荡，而对应的线性化系统却是衰减的。
进一步分析可知，对所研究的系统，在改变运

行方式的情况下，亚临界分歧的性质也不会改变
（见表 １）。

图 3　Ke ＝39时，方程（6）的解曲线
Fig．3　Solution curve of equation （6）

when Ke ＝39
表 1　以 Ke 作为控制参数，Te ＝0．01，

其他参数不变，不同 δ（单位：度）时的计算结果
Table 1　Te ＝0．01，control parameter is Ke， other

parameter is fixed， the calculating result
when δ （unit： degree） is varied

δ K ｅｃ β α′（μ）
２０ ５５．００７ ６ ０．１３３ ７８ ０．０７６ ８１７
４０ １３．４８９ ７ ０．１０８ ０２ ０．００９ ２７
６０ ８．２５８ ５４ ０．０７２ ７８ ０．００５ ９６
８０ ４．９１７ ９９ ０．０６４ ６９ ０．０００ ８４

4　结语
以上分析可以看出，对所研究的系统，由于

Ｈｏｐｆ 分歧现象，导致系统在临界点附近的动态行为
出现奇异，而且在改变运行方式的情况下，亚临界
分歧的性质也没有改变。 同时可以看出，系统在重
负荷快速励磁的情况下，放大倍数的临界值减小，
因此在小扰动作用下易发生增幅性低频振荡，而亚
临界分歧的存在使得这种情况更加恶化。
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