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［摘要］　当前岩土材料的滑移线场理论及上限法中都广泛采用经典塑性理论中的关联流动法则，由此得出
应力特征线与速度滑移线一致的结论。 而试验得知，岩土材料并不服从关联流动法则，因而应力特征线与速
度滑移线不可能重合。 文章分析了基于关联流动法则的滑移线场及上限法中存在的问题，根据广义塑性理
论推导了基于非关联流动法则的滑移线场及上限法，消除了现行滑移线场理论及上限法理论中的种种矛盾。
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1　前言
传统塑性理论是基于金属材料的变形机制建立

的，一些基本假设并不符合岩土材料的性质。 如果
把传统塑性理论直接推广到岩土材料，就会导致岩
土材料的滑移线场理论和极限分析理论中出现某些

矛盾。 广义塑性理论［ １］
是在岩土材料的变形机制

和传统塑性理论基础上建立起来的，它修正了传统
塑性力学中的 ３ 个假设，即传统塑性势假设、关联流
动法则假设与应力主轴不旋转假设。 它既适用于岩
土材料，也适用于金属材料，传统塑性理论是它的特
例。 对于岩土的极限分析主要表现在流动法则上，
在传统塑性力学中，塑性势函数与屈服函数相同，称
为关联流动法则，此刻塑性应变增量方向与屈服面
正交；在广义塑性理论中，塑性势函数与屈服函数不
相同，称为非关联流动法则，此刻塑性应变增量方向
与屈服面不正交，但保持与塑性势面正交。 当前岩
土材料的滑移线场理论及上限法中都广泛采用经典

塑性理论中的关联流动法则，由此得出应力特征线
与速度滑移线一致。 而试验得知，岩土材料并不服
从关联流动法则，因而应力特征线与速度滑移线不
可能重合。 一般按关联流动法则，规定速度矢量方

向与速度滑移线成 φ角，这又违反了速度滑移线的
定义，按定义速度方向应在速度滑移线的切向。 流
动法则的研究起源于岩土材料的剪胀问题，若应用
关联流动法则，则产生的剪胀远比实际情况要大，这
也与极限分析中假设体变为零互相矛盾。 一些学者
对非关联流动法则进行了研究

［２ ～６］ ，但都采用改变
c，φ值求出基于非关联流动法则的滑移线，而笔者
等则按照严格的滑移线场理论找出满足非关联（包
括关联）流动法则的滑移线场，基于非关联流动法
则与关联流动法则分别导出了岩土地基上的极限荷

载，两者的结果是一致的，因为极限荷载与流动法则
无关。 但是，两者的速度场有很大区别，表明基于关
联流动法则的岩土速度场理论有误。

文章是笔者近年研究基于非关联流动法则极限

分析方面所做工作的系统总结，并与基于关联流动
法则的极限分析进行了比较。
2　岩土材料平面应变问题的应力滑移线场［7］

2．1　应力滑移线
按岩土力学特点建立坐标系，如图 １ 定重力方

向向下为 y 轴正向，按左手规则确定 x 轴方向，图中
θ为 M 点主应力σ１ 与 y轴的夹角。 α及β分别为过
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M 点的α及β滑移线与 y轴的夹角。 α， β及 θ均以
逆时针方向为正， σ１ ， σ３ 以压为正。

应力滑移线是理想塑性体达到极限平衡状态时

的剪应力迹线。 即理想塑性体中任意一点在某一面
上剪应力达到它的抗剪强度时，就发生剪切塑性流
动（剪切破坏）。 如图 ２ 所示，当应力莫尔圆在抗剪
强度包线（这里为库仑方程直线 AD）以内时，该点
为弹性状态；若应力莫尔圆与抗剪强度库仑线 AD
相切于 D 时，该点即处于极限平衡状态，此时莫尔
圆上 D 点的正应力为 σｎ　 ，剪应力为 ｎ　 。 剪应力

ｎ 与主应力 σ１ 的夹角为 μ＝ ／４ －φ／２ 。
图 １ 中 M 点的两个破坏面或应力滑移线的方

向角分别为：
沿 α线 α＝θ －μ；
沿 β线 β＝θ ＋μ （１）

图 1　基本坐标系
Fig．1　Basic coordinate system

图 2　莫尔—库仑屈服面与极限应力圆的关系
Fig．2　The relationship between Mohr—Coulomb yield

criterion surface and limit stress circle
式（１）中μ为两条滑移线方向与σ１作用方向之间的

夹角。 当采用莫尔—库仑屈服准则时， μ＝ ／４ －
φ／２ ；当采用 Ｔｒｅｓｃａ 或 Ｍｉｓｅｓ 屈服准则时， μ＝
／４ 。
由图 ２ 可以看到，莫尔—库仑材料（ φ－c 型岩

土材料）的两个破坏面（ α面和β面）与主应力σ１的

方向夹角为μ＝ ／４ －φ／２ ，而 Ｔｒｅｓｃａ 或 Ｍｉｓｅｓ材料
为 ／４ 。 把平面上各点破坏面（或屈服面）方向的
线段连接而成的迹线称为应力滑移线，即破坏面
（或屈服面）迹线才是当前一般所谓的滑移线。 实
际上岩土材料的真正滑移方向不在滑移线上，而与
滑移线成 φ／２ 角。 由此可见，对岩土类材料一般所
说的滑移线与真正的滑移方向是不一致的，这是因
为岩土材料的塑性势面与屈服面是不重合的。 然
而，求解应力滑移线的目的是因为滑移线能作为求
解应力方程的特征线，而真正滑移方向的迹线不是
应力特征线。

如图 １ 所示，设 P 点坐标为（x， y），过这点的主
应力 σ１的迹线切线方向，即 σ１方向，与 y 轴交角为
θ。 以逆时针旋转形成的 θ 角为正值，顺时针为负
值。 由图可得 α线与 β线的微分方程式为

α线　　 ｄx／ｄy ＝ｔａｎ（θ －μ） ；
β线　　 ｄx／ｄy ＝ｔａｎ（θ ＋μ） （２）
可以证明，式（２）也就是应力方程的特征线方

程。
2．2　岩土材料极限平衡方程及其解答

极限平衡方程：
抄σx
抄x ＋抄 xy

抄y ＝０
抄 xy

抄x ＋抄σy
抄y －γ＝０

（３）

令

σx ＝p －Rｃｏｓ２θ
σy ＝p ＋Rｃｏｓ２θ
xy ＝Rｓｉｎ２θ

（４）

其中， p，R 分别为平均应力及应力圆半径：
p ＝（σx ＋σy） ／２，R ＝（p ＋σc） ｓｉｎφ，σc ＝ cｃｏｔφ。
将式（４）代入式（３）可得：

抄p
抄yｓｉｎφｓｉｎ２θ ＋抄p

抄x（１ －ｓｉｎφｃｏｓ２θ）
＋２R（抄θ抄yｃｏｓ２θ ＋抄θ

抄xｓｉｎ２θ） ＝０
抄p
抄y（１ ＋ｓｉｎφｃｏｓ２θ） ＋抄p

抄xｓｉｎφｓｉｎ２θ
＋２R（ －抄θ

抄yｓｉｎ２θ ＋抄θ
抄xｃｏｓ２θ） ＝γ

（５）

利用特征线法可以求出：
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α线：　ｄp －２（p ＋σc） ｔａｎφｄθ
　　　 ＝ γｓｉｎ（θ ＋μ）ｄy

ｃｏｓφｃｏｓ（θ －μ）
β线：　ｄp ＋２（p ＋σc） ｔａｎφｄθ
　　　 ＝ γｓｉｎ（θ －μ）ｄy

ｃｏｓφｃｏｓ（θ ＋μ）

（６）

这就是有重的 φ－c型岩土材料沿 α及 β族滑
移线的平均应力 p和 σ１与 y 轴夹角 θ的差分方程。
利用差分法，就可以求解有重岩土各种边值问题的
滑移线场分布和极限荷载。 按式（６），可以得到特
殊情况下应力特征线上 p －θ解，它是沿α及β族滑
移线上 p －θ的变化规律方程。 显然，它不是应力特
征线的坐标方程，应力特征线在直角坐标系中是 x ，
y 的函数，在极坐标中是 r ， θ的函数。
2．3　应力特征线迹线方程的求解及应力特征线

方程的两种形式

　　求解应力滑移线归结为在 xy 平面内求解
f ＝f（x，y） ，使其：

ｄx
ｄy ＝ｔａｎ（θ ±μ） ＝ｔａｎ θ ±（ ４ －φ

２ ） （７）
下面分 θ为常数和变量两种情况进行讨论：
１）直线型（ p ， θ ＝ｃｏｎｓｔ ）。 由于 p ， θ为常数，

式（７）积分可得 α线和 β线为直线，方程为：
y ＝ｃｏｔ θ ±（ ４ －φ

２ ） x ＋C （８）
式（８）中 C 为常数，这种情况称为均匀应力场

（见图 ３（ａ））。
２）对数螺旋线（ p ，θ≠ｃｏｎｓｔ ）。 由于岩土流动

方向与应力滑移线成一角度，因而数学上应力滑移
线一定是对数螺旋线。 根据 θ为变量，可以假设：

r ＝r０ ｅA ｔａｎ（ B＋φ２ ） （９）
经坐标转换并整理可以得到（此处 A 为极角）：

x ＝rｓｉｎA ＝r０ ｅA ｔａｎ（ B＋φ２ ） ｓｉｎA ，
y ＝rｃｏｓA ＝r０ ｅA ｔａｎ（ B＋φ２ ） ｃｏｓA ，
ｄx
ｄy ＝ｔａｎ （A －B ＋４ ） ＋（ ４ －φ

２ ） （１０）
由上面的推导过程知道式中 A ， B 值是根据具

体情况确定的，但必须满足关系式 θ ＝A －B ＋ ／４
使得

ｄx
ｄy ＝ｔａｎ［θ ＋（ ４ －φ

２ ）］ 成立。 由此可以采用
B ＝ ０ ， r ＝ r０ ｅ（ θ－４ ） ｔａｎ φ２ 或 者 B ＝ φ／２ ，
r ＝r０ ｅ［ θ－（ ４ －φ２ ） ］ ｔａｎφ

的应力滑移线形式。
从物理意义上看， B 就是岩土材料的膨胀角

（它在数值上与剪胀角 ψ不同）， B ＝０ ，表示岩土
无体胀，满足基本方程，也符合岩土的实际状况。 当
B ＝０ 时， A ＝θ －４ ， β线的迹线方程为：

r ＝r０ ｅ（ θ－４ ） ｔａｎ φ２ （１１）
其滑移线场的图形如图 ３（ｃ）所示，此时 α线的

极点为 O点，笔者等称它为基于非关联流动法则的
扇形滑移线场。 由后述可知， α线的切线方向就是
岩土的真正滑动方向，即速度矢量方向，它与应力滑
移线成 φ／２ 角，表明它不遵守关联流动法则。 所
以，这种滑移线场可用于基于广义塑性理论的滑移
线场分析中。 尽管岩土体胀不符合基本方程与实际
情况，传统的岩土极限分析中，仍然假设岩土体可有
远超过实际的体胀，以满足关联流动法则。 相当于
人为 地 将 α线 旋 转 一 个 膨 胀 角 φ／２， 即 设
B ＝φ／２ ，此时极点 O旋转到 A点，相应的α线也旋
转了 φ／２，形成基于关联流动法则的扇形应力滑移
线场，这就是传统极限分析中采用的应力滑移线场，
速度矢量方向与应力滑移线成 φ角，如图 ３（ｂ）所

图 3　均匀应力场与简单应力场
Fig．3　Homogeneous stress field and simple stress field
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示。 即有 B ＝φ／２ ， A ＝θ －（ ４ －φ
２ ） ， β滑移线

迹线方程为

r ＝r０ ｅ θ－（ ４ －φ２ ） ｔａｎφ （１２）
这与传统岩土极限分析中， β滑移线迹线经验

方程 r ＝r０ ｅθｔａｎφ
一致。 不过这里的 θ不再是一般所

说的 θ ，其含义已不是 y 轴与大主应力轴 σ１ 的夹

角。 这种滑移线场可用于基于关联流动法则的滑移
线场分析，尽管真实的岩土材料并不存在这种状态，
但作为一种解题方法是可行的，同样可以获得准确
的极限荷载。

其实，对数螺旋线应力滑移线场或应力特征线
场可以有很多个，只要 B在 ０ ～φ／２ 范围内取值，不
同的 B 值对应着不同的应力滑移线场，也对应着不
同的体胀。 特殊的 B 值有 ２ 个： B ＝０ 表征着岩土
材料没有体变，并满足非关联流动法则，形成 O 极
点应力滑移线场； B ＝φ／２ 表征着岩土材料有远大
于实际的体胀，且满足关联流动法则，形成 A极点的
应力滑移线场。 由上可见，基于关联流动法则的传
统岩土极限分析中存在如下问题：ａ．允许岩土有过
大的剪胀，这既不满足基本方程，又远远偏离实际，
所以，它只是为了解题方便，使其能用关联流动法则
解题而人为构筑的虚拟状态。 ｂ．由于传统极限分析
中，当时没有发现适用于岩土真实状态的 O 极点扇
形应力滑移线场，因而无法求出基于非关联流动法
则的滑移线场解答。 ｃ．由极点 O 旋转到 A 点，人为
地将 α线旋转了 φ／２，由此得出速度矢线与应力滑
移线成 φ角，这只是虚拟状态，应当在解题后，再将
岩土的虚拟状态回转到真实状态，即再人为返转
φ／２ 角，此时的速度矢线与应力滑移线夹角也就成
了 φ／２ 角，然而，目前的做法没有这一反转过程，因
此这一结论只适用于关联流动法则的虚拟状态，不
符合岩土的真实状况，它会导致速度场的求解出现
严重错误，但不会影响求极限荷载，因为求解极限荷
载时不需要引入流动法则。 因此在应力滑移线场分
析中，无论是基于广义塑性理论（这里是指基于非
关联流动法则），还是基于传统塑性理论都会得出
同样的极限荷载。 ｄ．尽管传统岩土极限分析中采用
了关联流动法则，但实际中都没有使速度滑移线
（速度矢线）与应力滑移线一致，这也是传统岩土极
限分析自相矛盾的地方。 可见传统岩土极限分析中
常假设速度滑移线与应力滑移线一致是不客观的。

3　岩土材料平面应变问题的速度滑移线场［8］

3．1　速度滑移线方程
速度滑移线是理想塑性体达到极限状态时，塑

性流动的方向迹线。 理想塑性体在塑性流动阶段，
塑性区域中的一点的塑性应变率和塑性流动方向，
在经典塑性理论中，由屈服函数和关联流动法则决
定。 在广义塑性理论中，由塑性势函数和非关联流
动法则决定，适用于金属材料的经典塑性理论只是
它的特例，因而该节中研究内容既适应岩土材料，又
适应金属材料。 对于平面应变问题，当达到极限状
态时，理想塑性将沿着塑性势面的梯度方向（ q 方
向）发生流动，而不像经典塑性中，沿屈服面的梯度
方向（ σｎ 方向）流动，此时有

ｄε x ＝抄Vx
抄x ＝λ· 抄q

抄σx ＝－ ３
２ λ· ｃｏｓ２θ

ｄε y ＝抄Vy
抄y ＝λ· 抄q

抄σy ＝ ３
２ λ· ｃｏｓ２θ

ｄγxy ＝抄Vx
抄y ＋抄Vy

抄x ＝λ· 抄q
抄 xy

＝ ３ λ· ｓｉｎ２θ
（１３）

将式（１３）中第一式与第二式相减与相加得：
抄Vx
抄x －抄Vy

抄y ＝－ ３ λ· ｃｏｓ２θ
抄Vx
抄x ＋抄Vy

抄y ＝０
（１４）

式（１４）就是以应变表示的相容性条件，其中第
二式即为极限分析中体应变为零的基本假设。

图 4　位移速度分解
Fig．4　Velocity component analysis

现设 Vα＇，Vβ＇是塑性区内任意一点 p 的速度矢量
沿滑移线 α′及 β′方向的速度分量，如图 ４ 所示，则
速度矢量沿直角坐标系 x与 y 方向的分量 Vx ， Vy与
Vα′， Vβ′的关系为：
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Vx ＝－Vα′ｓｉｎ（４５° －θ） ＋Vβ′ｃｏｓ（４５° －θ）
Vy ＝Vα′ｃｏｓ（４５° －θ） ＋Vβ′ｓｉｎ（４５° －θ）

（１５）
将式（１５）代入（１４），并令 x，y 沿 β′， α′方向，

即 α′＝４５° －θ ＝０，θ ＝４５° ，则可得出：
抄Vβ′
抄sβ′ ＋Vα′

抄θ
抄sβ′ ＝０

抄Vα′
抄sα′ －Vβ′

抄θ
抄sα′ ＝０

（１６）

即沿 β′线有：　ｄVβ′＋Vα′ｄθ ＝０
沿 α′线有：　ｄVα′－Vβ′ｄθ ＝０ （１７）
这就是服从广义塑性理论时沿滑移线方向的速

度方程。 由于塑性流动是沿塑性势面梯度方向进行
的，与屈服条件无关，所以它对金属材料与岩土材料
都适用。
3．2　速度滑移线与应力特征线的关系

速度方程与应力极限平衡微分方程一样，也是
一阶拟线性偏微分方程组。 利用与应力极限平衡微
分方程组同样的特征线或滑移线解法，可求得其速
度滑移特征线的方程为：

ｄx
ｄy ＝ｔａｎ（θ ±４ ） （１８）

可以将式（１８）同前面应力特征线方程的特征
线

ｄx
ｄy ＝ｔａｎ［θ ±（ ４ －φ

２ ）］ 进行比较，对于金属材
料，应力特征线方程的特征线变为 ｄx

ｄy ＝ｔａｎ（θ ±４ ）
，则速度方程特征线与应力（极限平衡微分）方程特
征线一致，即速度滑移线与应力特征线相同（见图 ５
（ａ）），他们与 x 轴或 y 轴的夹角均为 ／４，因而应
力特征线和速度滑移线的夹角为零。 对于岩土材料
（ φ≠ ０ ），速度滑移线与应力特征线成 φ／２ 夹角。
可见，场内任何点上应力特征线场与速度滑移线之
间处处都成 φ／２ 角（见图 ５（ ｂ）），而不是基于关联
流动法则导出的 φ角（见图 ６）。 在简单应力场中，
速度滑移线是圆弧线，应力特征线是对数螺线，当采
用非关联流动法则时（见图 ５（ ｂ）），在同一点上速
度滑移线与应力特征线间必成 φ／２ 角，而当采用关
联流动法则时，相当于人为地将 O 点向 A 点旋转
φ／２ 角，成为 A 极点的速度滑移线场（见图 ３），满足
关联流动法则，应力特征线与速度滑移线处处成 φ
角。
3．3　速度滑移线场

由应力特征线的讨论可知，前面求出的结果是

图 5　基于广义塑性理论的应力特征线与
速度滑移线的关系

Fig．5　The relationship between the velocity slip
line and the stress characteristic line
based on the generalized plastic theory

图 6　基于传统塑性理论的应力特征线场
与速度滑移线的关系

Fig．6　The relationship between the velocity slip
line and the stress characteristic line based

on the traditional plastic theory

指在速度滑移线某一点上速度的关系式，而实际的
速度滑移线并未求出，而且它还要依据于应力特征
线中的 θ变化。 若要根据方程求解速度滑移线是相
当困难的，下面笔者分 ３ 种情况分别进行讨论（坐
标系的规定如同前面应力特征线的坐标系一样，即
在同一坐标系）：

１） 直线型 （ ｄθ ＝０ ）。 当滑移线为直线时，
ｄθ ＝０ ，可得：

ｄVα′ ＝０，ｄVβ′ ＝０ （１９）
由此可见， Vα′ ＝常数，Vβ′ ＝常数 ， θ为常数或
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零。 可以知道速度滑移线也为直线，其方程和应力
特征线相对应为：

y ＝xｃｏｔ（θ ±４ ） ＋C （２０）
２） 圆弧型（ ｄθ≠ ０ ）。 当应力特征线为对数螺

旋线 r ＝r０ ｅ ±A ｔａｎ φ２ 时，其 θ为线性变量，相应的速度
滑移线为圆弧线，其圆弧半径 r′与该点处应力特征
线（对数螺旋线 r ＝ r０ ｅ ±A ｔａｎ φ２ ）的极径 r 相对应为
r′＝f（ r） ， r′与应力特征线中 r 存在关系 r′＝
f r ，若取 f（ r） ＝r ＝r０ ｅ ±A ｔａｎ φ２ 则说明应力特征线和

速度滑移线共极点。 这也说明速度滑移线的极径将
随应力特征线上点的不同而变化，但针对应力特征
线上每点来说其速度滑移线为圆弧。 也就是说应力
特征线上每点分别处于以该点为极径的圆弧速度滑

移线上。 对于曲线滑移线， Vα′，Vβ′的方向是要改变

的。 在简单应力场中， Vβ′与 θ成比例变化，滑移线
为圆弧线， Vβ′只改变方向，不改变大小。

３）对数螺旋型（ ｄθ ≠ ０ ）。 当应力特征线为对
数螺旋线 r ＝r０ ｅ ±A ｔａｎ（ B＋φ２ ）

时，其 θ为非线性变量，速
度滑移线的端点连线（简称速端线）应为对数螺旋
线，其方程和应 力特 征 线 （对 数螺 旋线 r ＝
r０ ｅ ±A ｔａｎ（ B＋φ２ ） ）相对应为：

r ＝r′０ ｅ ±A ｔａｎ（ B＋φ２ ） （２１）
同理 r′０ ＝f（ r） ，若取 f（ r） ＝r ＝r０ ｅ ±A ｔａｎ（ B＋φ２ ） ，

则对于对数螺旋型速端线来说应力特征线上每一点

分别处于以该点为极径的对数螺旋速端线上，由
式（１６）可知 Vα′，Vβ′的方向和大小都是要改变的，但
是在对数螺旋速端线上每一点必须满足式（１６）。
3．4　半平面无限体极限荷载的 Prandtl 速度滑

移线解

　　Ｐｒａｎｄｔｌ解是一个有 ８０ 年历史的经典解，它依
据平衡条件与屈服条件求出了极限荷载，此解是否
是真实解，还需通过速度方程加以验证。 下面求普
朗特尔应力特征线场中的速度矢量及其分布规律。
如图 ７ 所示，并取一半分析，求应力场中 ３ 个区域的
速度矢量。

１） 以 AAB 构成的Ⅰ区，在 Pu 作用下，有向下滑
动趋势，即在 AA 边界上，有 Vy ＝V 。 由于 σ１ 方向

与 y 轴方向重合， θ ＝０ ，所以Ⅰ区为均匀应力场。
由上述分析可知，应力特征线为 α线与 β线两条直
线，而速度场滑移线与应力特征线必成 φ

２ 角，因而

速度滑移线 α′， β′分别与应力特征线 α， β成 φ／２
角（见图 ８）。

由式（１７）可得Ⅰ区的速度为：
Vα′Ι ＝Vβ′Ι ＝Vｓｉｎ ４ ＝ ２

２ V （２２）
在 Ｂ 点有：

Vβ′B ＝ ２
２ V （２３）

２）Ⅱ区 ABC 为简单应力场，速度场也为简单速
度场，应力场与速度场不重合，速度场极点为 A′， 珔α
为对数螺线的展开角，在 B 点珔α＝０ ，在 C 点珔α＝２
（见图 ９）。

图 7　Prandtl速度滑移线场
Fig．7　The velocity slip line field of

Prandtl mechanism

图 8　Ⅰ区应力场
Fig．8　The stress slip line field of Ⅰ zone

图 9　Ⅱ区和 III区应力场
Fig．9　The stress slip line field

of Ⅱ zone and III zone
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由图 ７ 可见： ｄr′＝r′· ｄ珔α· ｔａｎ φ
２

积分后得：
r′＝r′０· ｅ珔α· ｔａｎ φ２ （２４）

令 AA ＝l ， A′B ＝r′０ ，由图示几何关系可得：
BO ＝ AB

ｃｏｓ φ
２

＝ l
２ｃｏｓ（ ４ ＋φ

２ ）· ｃｏｓ φ
２

，

A′C ＝r′０ · ｅ ２· ｔａｎ φ２ ， OA′＝A′Cｔａｎ φ
２ 。

r′０ ＝A′B ＝BO ＋OA′
＝ l
２ｃｏｓ（ ４ ＋φ

２ ）· ｃｏｓ φ
２

＋r′０ ·

　ｔａｎ φ
２ · ｅ φ２ ｔａｎ φ２

由此可得：
r′０ ＝ l

２ｃｏｓ（ ４ ＋φ
２ ）· ｃｏｓ φ

２ · （１ －ｔａｎ φ
２ · ｅ ２· ｔａｎ φ２ ）

＝ l· ｅ－２· ｔａｎ φ２

２ｃｏｓ（ ４ ＋φ
２ ）· ｃｏｓ φ

２ · （ｅ－２· ｔａｎ φ２ －ｔａｎ φ
２ ）

（２５）
式（２５）就是Ⅱ区的速度滑移线端点的连线 BC

的方程式。 它是一条对数螺线，且其切线始终与速
度滑移线成 φ／２ 角，由此可推断出 BC 线一定是应
力特征线 β线的迹线方程。 但式（２４）与基于传统
塑性理论的应力特征线迹线方程明显不同。

r ＝r０· ｅ珔α· ｔａｎφ （２６）
式（２４）和式（２６）都是 BC 线的迹线方程，只是

式（２４）的极点在 A′点而式（２６）的极点在 A 点。 他
们是同一条线，但按极点不同有两种表达，在这条线
上，只在 α方向发生间断，但在 α′方向上不会发生
法向间断，以保证体积不变与法向连续。

BC 应力特征线是弹塑性的分界线，也是速度间
断线，但不是速度滑移线或其包线。 当前一些教课
书中认为速度间断线一定是速度滑移线或其包线，
这一结论并不适用于岩土材料，因为岩土材料速度
滑移线和应力特征线是不一致的。 从莫尔圆可以看
出，破坏线上存在法向应力；同时破坏线只保证应力
特征线 α方向的速度 Vα ＝０ ，而速度场中的 Vα′，
Vβ′是存在的，即具有法向速度 Vα′与切向速度 Vβ′。
由于 Vα ＝０ ，则有：

Vα ＝Vα′ｃｏｓ φ
２ ＋Vβ′ｓｉｎ φ

２ ＝０ （２７）

故

Vα′ ＝－Vβ′ｔａｎ φ
２ （２８）

由式（１７）可得：
ｄVβ′ ＝－Vα′ｄα＝Vβ′ｔａｎ φ

２ ｄα （２９）
则第二区 BC 线，有：

Vβ′Π ＝Vβ′B · ｅ珔α· ｔａｎ φ２ ＝ ２
２ Vｅ珔α· ｔａｎ φ２ （３０）

Vβ′C ＝Vβ′B · ｅ ２· ｔａｎ φ２ ＝ ２
２ Vｅ ２ ｔａｎ φ２ （３１）

式（３０）表明 Vβ′随 珔α· ｔａｎφ／２ 以指数关系增
大，符合速度滑移线轨迹。

３） Ⅲ区 ACD，也为均匀应力场，可知 Vβ′ΙΠ 为常

数（见图 １０）：
Vβ′ΙΠ ＝Vβ′C ＝ ２

２ Vｅ ２· ｔａｎ φ２ （３２）

Vβ′D ＝ ２
２ Vｅ ２· ｔａｎ φ２ （３３）

其速端图如图 １０ 所示：

图 10　速端图
Fig．10　The velocity vectors

表 １ 中列出了按传统算法与按该节算法，算例
Ｉ，ＩＩ，ＩＩＩ区中两者端速度的比值，实际上除了数值不
同外，两者的速度方向也相差 φ／２。

由表 １ 可见， φ＝０ 时，非关联解与关联解是一
致的，因为这种情况下应力特征线和速度滑移线相
同，关联解是正确解，同时又是非关联解的一种特殊
情况，因而两种解相同。 随着φ值增大，两者速度解
差值也增大，可达 ２ ～５ 倍，表明速度解的差异是较
大的。 此节方法不会改变应力解与极限荷载解，因
为应力解中并没有引用速度方程。
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表 1　各区滑移线速度（经典解／文章解）比较
Table 1　The ratios of the solutions by the
traditional plastic theory to the solutions

by the generalized plastic theory

φ／（°） Ｉ 区 ＩＩ 区 ＩＩＩ 区
珔α＝０ 珔α＝ ／４ 珔α＝ ／２

０ １．００ １．００ １．００
１０ １．１０ １．１８ １．２６
２０ １．２３ １．４３ １．６５
３０ １．４１ １．８０ ２．２９
４０ １．６７ ２．４３ ３．５２
４５ １．８５ ２．９３ ４．６４

4　广义塑性中极限分析的上限法［9］

4．1　概述
基于经典塑性理论的极限分析方法，广泛应用

于金属材料并获得了成功。 Ｗ．Ｆ．Ｃｈｅｎ［１０］
又将其推

广应用到岩土工程领域，但分析中采用了莫尔—库
仑屈服准则及相关联流动法则，由此引起了土体过
大的剪胀。 尽管作为一种解题方法导出的岩土材料
极限分析上限法的最终计算结果是可用的，但理论
上却存在如下一些矛盾：

１）经典的极限分析理论在计算中采用了相关
联流动法则，而试验证明，关联流动法则并不适用于
岩土材料，这已成为岩土界的共识；

２）经典的极限分析理论中假设体积不变，而计
算中却产生了大于实际的剪胀，何况正常固结土与
松砂等土体实际上只有体缩而没有体胀；

３）采用关联流动法则，认为应力特征线与速度
滑移线重合，但在分析时却采用速度滑移线方向与
应力特征线方向成 φ角，表明实际与假设不符；

４）破坏线上同时存在着剪切力 ｎ 和正应力

σｎ ，但计算中却反映不出摩擦功。
Ｗ．Ｆ．Ｃｈｅｎ 在他的枟极限分析与土体塑性枠论著

中，在应用关联流动法则提出了上限法的同时，也指
出了一些问题，如指出了“摩擦材料属于非相关联
法则的一类材料”， “按理想塑性理论所预测的伴随
剪切作用的剪胀往往大于实际剪胀”等［ １０］ 。 这些观
点是非常有远见卓识的，只是由于当时条件还不很
具备，不足以解释这些问题。 为此，笔者等采用基于
广义塑性理论的极限分析上限法以修正上述方法。

4．2　极限分析的上限法———功能耗散率
４．２．１　基本原理

广义塑性理论认为，塑性势面与屈服面必须相
应但不一定相同，相同只是相应的一种特殊情况
（如金属材料）。 在极限分析中，屈服面仍采用莫
尔—库仑条件 F ＝ －c －σｎ ｔａｎφ＝０ ，与之对应的
塑性势面不是莫尔—库仑屈服面而为 q面 Q ＝q ＝
３ （σx －σy

２ ） ２ ＋ ２xy

１２ 。 依据基本假设，极限分析
中不考虑其他两个屈服面，即体积屈服面 fv 和剪应
力 θσ方向上的屈服面 fθ 有 fv ＝fθ ＝０ ，即

痹ε ｐ
v ＝痹ε ｐ

θ ＝０
痹γｐ
q ＝痹λq （３４）

式（３４）表明只存在 q 方向的塑性剪应变增量
ｄγｐ

q （它是破坏面上的正应力和剪切应力产生的合
应变）。 由于速度滑移线与应力特征线必成 φ／２ 夹
角，即有 痹ε ｐ

ｎ ＝－痹γｐ ｔａｎ φ
２ ，因而刚体平移时位移速率

与刚体平面的夹角为 φ／２。 根据广义塑性流动法
则，速度滑移线与应力特征线不重合，滑移面（应力
滑移线）不是速度滑移线，可以存在法向速度，这就
是为什么岩土材料在刚塑性分界面上可以出现法向

速度间断的原因。 在转动破坏时，其滑移面为对数
螺旋面，流动方向与滑移面的夹角也始终为 φ／２
（见图 ５（ｂ））。 此时，土体处于极限状态，且保持体
积不变，不存在剪胀现象，即 痹ε ｐ

v ＝痹ε ｐ
x ＋痹ε ｐ

y ＝０ 。
４．２．２　窄过渡层的能量耗散

按广义塑性力学，塑性势面为 q 面而不是莫
尔—库仑屈服面，因而刚体平移时位移速度与刚体
介面的夹角为 φ／２（见图 １１）。 根据广义塑性力学
的非关联流动法则，滑移面上存在的正应变是由于
存在正应力的结果。

在转动破坏时，其滑移面为对数螺旋面，流动方
向与滑移面的夹角始终为 φ／２（见图 １１）。 在滑移
面上任取一微单元，其微功率为：

ｄD ＝ · v ＋σｎ· v ｃｏｓ φ
２ ｄl

＝ c ＋σｎ ｔａｎφ －σｎ ｔａｎ φ
２ v· ｃｏｓ φ

２ ｄl （３５）
当刚体沿某一平面 l 滑动时，单元体总的能量

耗散率为：
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图 11　伴随分离的简单滑动和刚体转动（ θ ＝φ／２ ）
Fig．11　Simple movement and rotation of the rigid body（ θ ＝φ／２ ）

D ＝∫lｄD
＝clvｃｏｓ φ

２ ＋v ｔａｎφｃｏｓ φ
２ －ｓｉｎ φ

２ ∫lσｎ ｄl （３６）
当刚体沿某一曲面 s 转动破坏时，单元体总的

能量耗散率为：
D ＝∫sｄD

＝cｃｏｓ φ
２∫s vｄl ＋ ｔａｎφｃｏｓ φ

２ －ｓｉｎ φ
２ ∫sσｎ vｄl

（３７）

若曲面为对数螺旋面时，速度 v 是关于 xy 的函
数，最好将速度方程转化到极坐标下进行求解，这将
使求解过程大大简化。
４．２．３　均匀变形区的能量耗散

最简单的均匀变形场是单向压缩和简单剪切，
如图 １２ 所示，单向垂直压缩和横向膨胀用符号 痹ε 表
示，简单剪切用符号 痹γ表示。 按照广义塑性理论和
应力莫尔圆，均匀变形场中只存在简单剪切，其塑性
能量耗散可以用式（３８）表示：

图 12　均匀变形区的能量耗散
Fig．12　The energy dissipation of the uniform deformation zone

ｄD ＝ 痹γｐ ｄl ＝（σｎ ｔａｎφ＋c） 痹γｐ ｄl
＝σｎ ｔａｎφ痹γｐ ｄl ＋c痹γｐ ｄl （３８）
式（３８）表明内能耗散由黏聚力能耗与摩擦力

能耗两部分组成，基本上符合岩土实际情况。 其单
元体总的能量耗损率为：

D ＝∫lｄD （３９）

但采用上述方法需要知道 σｎ ，因而求能量耗
散是较困难的，而传统塑性理论方法中，通过假想的
剪胀能耗取代实际的摩擦能耗，从而使计算简化。
由此看出传统方法，虽有些理论上的不足，它却可使
求解变得容易，因而可作为一种实用计算方法。
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４．２．４　非均匀变形区的能量耗散能率
按照广义塑性理论，非均匀变形区是指应力滑

移线为对数螺旋线型，其相应的速度滑移线可以为
圆弧型或对数螺旋型，但在应力滑移线上每点的速
度流动方向（即速度滑移线）与该点的应力滑移线
切线方向相差 φ／２ 角，应力滑移线上每点速度与该
点相交的速度滑移线极径有关，理想塑性体上微单
元的能量耗损为：

ｄD ＝（c ＋σｎ ｔａｎφ） v０ ｅA ｔａｎ（ B＋φ２ ） ｃｏｓ φ
２ ｄl （４０）

沿理想塑性体滑移破坏面（应力滑移线）的总
能量耗损率为：

D ＝∫lｄD （４１）
4．3　上限法在工程中的简单算例
４．３．１　平移机构

算例 １：竖直坑壁的临界高度（见图 １３）。

图 13　竖直边坡的监界高度
Fig．13　The critical height of

the vertical slope
采用基于广义塑性理论的分析方法，重力和外

力所作的功率为：
W ＝ １

２ rH
２ vｔａｎβｃｏｓ（β＋φ

２ ） ＋
PHvｔａｎβｃｏｓ（β＋φ

２ ） （４２）
土体滑移破坏面上每点的应力状态为：

σv ＝ γ· h ＋P 　　 σh ＝０ （４３）
σｎ ＝ γ· h ＋P ｓｉｎ２β （４４）

由此得：
ｄD ＝ · v ＋σｎ· v ｃｏｓ φ

２ ｄl
＝ cｃｏｓ φ

２ ＋ γh ＋P ｓｉｎ２β

ｔａｎφｃｏｓ φ
２ －ｓｉｎ φ

２ · v· ｄh
ｃｏｓβ （４５）

　沿间断面的能量耗损率，由式（４５）有：

D ＝∫lｄD
＝∫H０ cｃｏｓ φ

２ ＋ γh ＋P ｓｉｎ２β
ｔａｎφｃｏｓ φ

２ －ｓｉｎ φ
２ · v· ｄh

ｃｏｓβ

＝
１
２ γH２ v ＋PHv ｓｉｎ２β ｔａｎφｃｏｓ φ

２ －ｓｉｎ φ
２

ｃｏｓβ

＋
cHvｃｏｓ φ

２
ｃｏｓβ （４６）
根据外功率与内部能量耗损率相等 W ＝D 得：

１
２ γH２ v ＋PHv ｓｉｎ２β ｔａｎφｃｏｓ φ

２ －ｓｉｎ φ
２

ｃｏｓβ

＋
cHvｃｏｓ φ

２
ｃｏｓβ ＝ １

２ rH
２ vｔａｎβｃｏｓ（β＋φ

２ ） ＋
PHvｔａｎβｃｏｓ（β＋φ

２ ） （４７）
由

抄H
抄β＝０，得 β＝ ４ －φ

２ ，代入式（４７）得：
Hcr ＝４c

r ｔａｎ（ ４ ＋φ
２ ） －２P

γ （４８）
计算结果与传统方法一致，对于平移机构，传统

塑性方法与广义塑性方法一般都能得到相同的结

果。
４．３．２　旋转机构

算例 ２：竖直坑壁的临界高度。 与算例 １ 相同，
但此处用的是旋转间断机构（对数螺旋面），如图 １４
所示。 三角形区 ABC 绕旋转中心 O（目前还未确
定）作刚体旋转，而对数面 BC 以下的材料保持静止
不动。 因此，BC 面是一个薄层的速度间断面，假想
机构完全可以由 ３ 个变量确定。 为了方便起见，笔
者等先取基准线 OB 和 OC 的倾角分别为 θ０ 和 θh ，
H为竖直坑壁的高度。 由于对数螺旋面的方程是：

r（θ） ＝r０ ｅｘｐ （θ －θ０ ） ｔａｎ φ
２ （４９）

故基准线 OC 的长度是：
rh ＝r θh ＝r０ ｅｘｐ θh －θ０ ｔａｎ φ

２ （５０）
从几何关系不难看出，比值 H／r０ 和 L／r０ 可以用

角 θ０ 和 θh 表示，因为：
H ＝rh ｓｉｎθh －r０ ｓｉｎθ０ ，故：
H
r０

＝ｓｉｎθh ｅｘｐ θh －θ０ ｔａｎ φ
２ －ｓｉｎθ０

（５１ａ）
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图 14　竖直边坡临界高度的旋转机构
Fig．14　The rotation mechanism

of the vertical slope
又 L ＝r０ ｃｏｓθ０ －rh ｃｏｓθh ，故：
L
r０

＝ｃｏｓθ０ －ｃｏｓθh ｅｘｐ θh －θ０ ｔａｎ φ
２

（５１ｂ）
由于直接积分 ABC 区土重所作的外功率是非

常复杂的。 比较容易的方法是叠加法，首先分别求
出 OBC，OAB 和 OAC 区土重所作的功率 W１ ， W２ 和

W３ 而后叠加。 于是，欲求的 ABC 区的外功率就可
以用简单的代数和 W１ －W２ －W３ 得到。 下面分别来
求 ３ 个区的各表达式。

首先考虑对数螺线区 OBC，其中的一个微元如
图 １５（ａ）所示。 该微元所作的外功率是：

ｄW１ ＝ Ω２
３ rｃｏｓθ γ１

２ r
２ ｄθ （５２ａ）

沿整个面积积分，得：
W１ ＝ １

３ γΩ∫θhθ０ r３ ｃｏｓθｄθ ＝
γ· r３０Ω∫θh

θ０
１
３ ｅｘｐ ３ θ －θ０ ｔａｎ φ

２ ｃｏｓθｄθ
（５２ｂ）

或　　 W１ ＝γ· r３０Ωf１ θh，θ０ （５３）
式（５３）中，函数 f １的定义为：

f１ θh，θ０ ＝

３ｔａｎ φ
２ ｃｏｓθh ＋ｓｉｎθh ｅｘｐ ３ θh －θ０ ｔａｎ φ

２
－３ｔａｎ φ

２ ｃｏｓθ０ －ｓｉｎθ０

３ １ ＋９ｔａｎ２ φ
２

（５４）
现考虑如图 １５ （ ｂ）所示的另一个三角形区

OAB，该区土重所作的功率为：
W２ ＝ １

２ γLr０ ｓｉｎθ０
１
３ ２r０ ｃｏｓθ０ －L Ω （５５）

式（５５）中，第一个括号表示该区的重量；另一括号
表示该区重心速度的垂直分量。 重心至过点 O 的
垂线的水平距离等于点 O ，A 和 B 的平均水平距
离，这就是式（５５）第二个括号内所含的项。 重新整
理式（５５）中的各项，得：

W２ ＝γr３０Ωf２ θh，θ０ （５６）
式（５６）中，函数 f２ 的定义为：

f２ θh，θ０ ＝ １
６
L
r０ ２ｃｏｓθ０ －Lr０ ｓｉｎθ０ （５７）

L／r０ 是 θ０ 和 θh 的函数，见式（５１ｂ）。
对于图 １５（ｃ）所示的三角形 OAC，也可用类似

方法来考虑。 故有
W３ ＝γr３０Ωf３ θh，θ０ （５８）

式（５８）中，函数 f３ 定义为：
f３ θh，θ０ ＝ １

３
H
r０

ｃｏｓ２ θh ｅｘｐ ２ θh －θ０ ｔａｎ φ
２
（５９）

H／r０ 是 θ０ 和 θh 的函数，如式（５１ａ）。
在所考虑的 ABC 区内，由土重所作的功率值现

在可用下述简单代数和得到：
W１ －W２ －W３ ＝γ· r３０Ω f１ －f２ －f３ （６０）
内部能量耗损发生在间断面 BC 上（见图 １４）。

能量耗损率的微分，可以由该面的微分面积
rｄθ

ｃｏｓ（ φ
２ ）
与黏聚力 c和正应力σｎ 以及与跨间断面的

切向间断速度 vｃｏｓ（ φ
２ ） 的连乘积计算，见式（３５）。

因此，总的内部能量耗损率可沿整个间断面 l 进行
积分可得到：

D ＝D１ ＋D２ ＝∫lc vｃｏｓ φ
２ ｄl

＋∫l v ｔａｎφｃｏｓ φ
２ －ｓｉｎ φ

２ σｎ ｄl （６１）
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D１ ＝∫θh

θ０
c vｃｏｓ φ

２
rｄθ

ｃｏｓ φ
２

＝ cr２０Ω
２ｔａｎ φ

２
　 ｅｘｐ ２ θh －θ０ ｔａｎ φ

２ －１

＝ cr２０Ω
２ｔａｎ φ

２
f４ θh，θ０ （６２）

式（６２）中，函数 f ４定义为：
f４ θh，θ０ ＝ｅｘｐ ２ θh －θ０ ｔａｎ φ

２ －１ （６３）

D２ ＝∫l v ｔａｎφｃｏｓ φ
２ －ｓｉｎ φ

２ σｎ
rｄθ

ｃｏｓ φ
２

＝∫θh

θ０
ｔａｎφ－ｔａｎ φ

２ vσｎ rｄθ
＝ ｔａｎφ－ｔａｎ φ

２ Ωr２０
　∫θh

θ０
σｎ ｅｘｐ ２ θ －θ０ ｔａｎ φ

２ ｄθ （６４）

图 15　重力作功的详细计算
Fig．15　The particular calculation of power led by the gravity

　　
　　由图 １４（ｂ）所示的几何关系可得 β＝θ －φ

２ ，
h ＝rｓｉｎθ －r０ ｓｉｎθ０ 。 因为 σ１ ＝γ· h ， σ３ ＝０ ，故
有：

σｎ ＝σ１ ｓｉｎ２ θ －φ
２ ＝γ· （ rｓｉｎθ －r０ ｓｉｎθ０ ）

ｓｉｎ２ θ －φ
２ （６５）

式（６５）代入式（６４）得：
D２ ＝１

２ ｔａｎφ－ｔａｎ φ
２ γ· Ωr３０

f５ θh，θ０ －f６ θh，θ０ （６６）
式（６６）中，函数 f５ ，f６ 定义为：

　　 f５ θh，θ０ ＝ １
２ ９ｔａｎ２ φ

２ ＋１
×

ｅｘｐ ３ｔａｎ φ
２ θh －θ０ ３ｔａｎ φ

２ ｓｉｎ（θh －φ） －ｃｏｓ（θh －φ）
－ ３ｔａｎ φ

２ ｓｉｎ（θ０ －φ） －ｃｏｓ（θ０ －φ）

－

ｅｘｐ ３ｔａｎ φ
２ θh －θ０ ｔａｎ φ

２ ｓｉｎ（３θh －φ） －ｃｏｓ（３θh －φ）
－ ｔａｎ φ

２ ｓｉｎ（３θ０ －φ） －ｃｏｓ（３θ０ －φ）
６ ｔａｎ２ φ

２ ＋１
＋

ｅｘｐ ３ｔａｎ φ
２ θh －θ０ ３ｔａｎ φ

２ ｓｉｎθh －ｃｏｓθh
－ ３ｔａｎ φ

２ ｓｉｎθ０ －ｃｏｓθ０

９ｔａｎ２ φ
２ ＋１

（６７）
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f６ θh，θ０ ＝ ｓｉｎθ０

２ｔａｎ φ
２

ｅｘｐ ２ｔａｎ φ
２ θh －θ０ －１ － ｓｉｎθ０

２ ｔａｎ２ φ
２ ＋１

×

ｅｘｐ ２ｔａｎ φ
２ θh －θ０ ｔａｎ φ

２ ｃｏｓ（２θh －φ） ＋ｓｉｎ（２θh －φ）
－ ｔａｎ φ

２ ｃｏｓ（２θ０ －φ） ＋ｓｉｎ（２θ０ －φ）
（６８）

　　使外功率式（６０）与内部能量耗损率式（６１）相
等，得：

H ＝cf θh，θ０ ／γ （６９）
式（６９）中，函数 f的定义为：

f θh，θ０ ＝
ｓｉｎθhｅｘｐ θh －θ０ ｔａｎ φ

２ －ｓｉｎθ０ f４

２ｔａｎ φ
２ f１ －f２ －f３ －ｔａｎ φ

２ ｔａｎφ－ｔａｎ φ
２ （f５ －f６）

（７０）
按极限分析的上限定理，式（６９）给出了临界高

度的一个上限。 当 θ０ 和 θh 满足条件：
抄f／抄θ０ ＝０ ； 抄f／抄θh ＝０ （７１）

此时，函数 f有一个最小值。 因此，解出这些方
程并把所得到的 θ０ 和 θh 的值代入式（６９）后，便得
到竖直坑壁临界高度 Hcr 最小上限。

为了避免冗长的计算，这些联立方程可以用半
图解法求解。

当φ＝２０°，在 θ０ ＝３３°和 θh ＝５２°附近所求
得的函数 f 对所有的 φ有一个最小值 ３．９０ ×
ｔａｎ ／４ ＋φ／２ ，故：

Hｃｒ ＝３．９０c
γ ｔａｎ ４ ＋φ

２ （７２）
式（７２）结果与文献［１０］用传统方法计算所得

的结果
３．８３c

γ ｔａｎ ４ ＋φ
２ 相比十分相近，而且更接

近于正确解，这也表明两种分析方法都可以实际应
用。 为便于比较，对不同的 φ值求得其对应的最小
系数值，如表 ２ 所示。

表 2　不同的φ值与其对应的最小系数值
Table 2　The minimum solutions for differentφ

参数值

φ／（°）
文献［１０］方法 文章方法

θ０ θh f倡 θ０ θh f倡

５ ３０ ５９ ３．８３９ ２９ ５６ ３．８５２
１０ ３３ ６０ ３．８４５ ３０ ５４ ３．８７１
１５ ３６ ６２ ３．８５０ ３１ ５３ ３．８８７
２０ ３９ ６４ ３．８５５ ３３ ５２ ３．９０１
２５ ４３ ６５ ３．８５８ ３４ ５１ ３．９１３
３０ ４６ ６７ ３．８６１ ３５ ５０ ３．９２５

续表

参数值

φ／（°）
文献［１０］方法 文章方法

θ０ θh f倡 θ０ θh f倡

３５ ４９ ６９ ３．８６３ ３６ ５０ ３．９３６
４０ ５２ ７１ ３．８６５ ３７ ４９ ３．９４５
４５ ５５ ７３ ３．８６６ ３９ ４８ ３．９５４
５０ ５９ ７５ ３．８６８ ３９ ４８ ３．９６３

注： f ＝ f倡 ×ｔａｎ（ ／４ ＋φ／２）
4．4　极限分析上限法解的分析

从前面的计算可以看出：
１） 在滑移破坏线上，每点都达到极限状态，每

一点上都同时存在正应力和剪应力，前者作摩擦功，
故摩擦功是存在的，同时也由于正应力的存在，所以
存在正应变，而不是以前认为的过大的体积剪胀变
形。

２） 极限分析法也就是能量法，从本例可以证
明，在计算中虚位移（即虚速度 v ）方向对计算结果
基本不会产生太大影响，文章证明无论土体有无剪
胀，它们都是满足运动许可的位移。 这也表明按关
联流动法则来求上限解，虽然是一种虚拟状态，但作
为计算方法是可行的，而且它可以不求摩擦力所作
的功，便于计算内能耗散，从而使计算简化。

３）基于传统塑性理论的极限分析上限法，概念
上存在自相矛盾的地方，但作为等代的计算方法是
有效的；基于广义塑性理论的极限分析上限法，计算
结果与基于传统塑性理论的极限分析上限法基本无

异，但概念明确，无自相矛盾的地方，反映了岩土的
真实情况。
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