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［摘要］　针对工程中大量存在的非等间距序列的建模问题，提出了非等间距ＧＭ（１， １）幂模型。 以平均相对
误差绝对值最小化为目标，以模型参数之间的关系为约束，构建了一个非线性优化模型实现非等间距
ＧＭ（１， １）幂模型的参数估计。 结果表明，非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型的形式较为灵活，非等间距 ＧＭ（１， １）
模型和灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ模型均是非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型的特殊情形，幂指数的优化有利于提高建模精度。
最后通过一个工程实例验证了非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型的有效性与实用性。
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1　前言
近年来，灰色系统预测方法［ １，２］

被广泛应用于

非等间距序列的建模与预测，其应用范围主要集中
在建筑物变形

［３，４］ 、材料实验［ ５， ６］ 、岩石力学［７ ］ 、资源
勘探

［８］
等工程领域。 由于灰建模不需要大量样本

数据就能建模预测，且建模过程简单、易于操作，在
小样本序列的短期预测中具有独特的优势，经典灰
色预测模型同样具有较高的工程应用价值

［９ ，１０］ 。 现
有的非等间距灰色预测模型主要是经典 ＧＭ（１，１）
模型和灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型的简单推广，模型改进主
要集中在背景值的优化。 邓聚龙教授在分析非等间
距序列的灰导数及其背景值的基础上，提出了非等
间距 ＧＭ（１，１）模型 ［１１］ 。 文献［１２］利用文献［１３］优
化的背景值构建非等间距 ＧＭ（１，１）模型，其建模精
度高于直接建模法。 文献［１４］则将具有最优背景
值

［１５］
的 ＧＭ（１，１）模型拓展为非等间距模型，获得

了较高的预测精度。 文献［４］则通过优化非等间距
灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型的背景值，改善传统建模方法的
模拟和预测精度。

ＧＭ（１，１）幂模型 ［１］
是一种重要的非线性灰色

模型，可以通过寻找与实际数据最匹配的幂指数，从
而使得模型能够较好地反映数据的非线性特征。 但
是自从邓聚龙教授提出该模型以来，人们对它的关
注甚少。 笔者在文献［１６］中首次提出了经典 ＧＭ
（１，１）幂模型的求解方法，研究了模型解的性质。
目前，经典 ＧＭ（１，１）幂模型还难以被应用到工程中
大量存在的非等间距序列的建模中。 文章将首先分
析非等间距序列的生成方法，在此基础上将经典
ＧＭ（１，１）幂模型 ［１６］

拓展为非等间距 ＧＭ（１，１）幂模
型，并研究模型中参数的优化问题。 由于 ＧＭ（１，１）
模型和灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型均是 ＧＭ（１，１）幂模型的
特殊形式。 因此，只要能够通过恰当的手段找到非等
间距 ＧＭ（１，１）幂模型的最优幂指数，其建模精度一
定可以超越非等间距 ＧＭ（１，１）模型和灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ
模型。
2　非等间距 GM（1，1）幂模型
2．1　非等间距序列生成

序列生成是灰色系统建模的前提和基础，笔者
首先给出非等间距序列的灰色累加生成、累减还原
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及均值生成的定义。
１）定义 １：设序列
X（ ０） （ t k） ＝ x（ ０） （ t１ ） ，x（０） （ t２ ），…，x（０） （ tn ） ，
若间距 Δtk ＝t k －t k－１ ≠ ｃｏｎｓｔ ， k ＝２，３，…，n，

则称序列 X （０） （ tk ） 为非等间距序列。
２）定义 ２： 设序列 X（ ０） （ t k） 为非等间距序列，若

x（１） （ tk ） ＝
x（０） （ t１ ） k ＝１
钞k
i ＝２
x（ ０） （ t i）Δt i k ＝２，３，…，n ， 则称

序列

X （１） （ tk） ＝ x（１） （ t１ ），x（ １） （ t２ ），…，x（ １） （ t n ） 为
非等间距序列 X （０） （ tk ） 的一阶累加生成（１ －ＡＧＯ，
１ －ａｃｃｕｍｕｌａｔｅｄ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ）序列。

３）定义 ３： 设序列 X （１ ） （ tk ） 如定义 ２ 所述，若

x（０） （ tk ） ＝
x（１） （ t１ ） k ＝１
x（１） （ tk ） －x（１） （ tk－１ ）

Δtk k ＝２，３，…，n，
则称序列

X （０） （ tk） ＝ x（０） （ t１ ），x（ ０） （ t２ ），…，x（ ０） （ t n ） 为
非等间距序列 X （１） （ tk ） 的一阶累减还原（１ －ＩＡＧＯ，
１ －ｉｎｖｅｒｓｅ ＡＧＯ）序列。

４）定义 ４： 设序列 X（ １） （ t k） 为一阶累加生成序
列，若 z（１ ） （ t k） ＝０．５ x（ １） （ t k） ＋x（ １） （ t k－１ ） ， k ＝
２，３，…，n 。 则称序列

Z （１） （ tk） ＝ z（１ ） （ t２ ）， z（ １） （ t３ ） ，…，z（ １） （ t n ） 为
非等间距序列 X （１） （ tk ） 的紧邻均值生成序列。
2．2　非等间距 GM（1，1）幂模型的建立

根据邓聚龙教授关于灰导数［１］的定义，可以
得到非等间距序列的灰导数为：
δ（ tk ） ＝x

（１） （ tk） －x（１） （ tk－１ ）
Δtk ＝

钞k
i ＝１
x（０） （ ti ）Δti －钞k －１

i ＝１
x（ ０） （ t i）Δti

Δt k ＝x（０ ） （ tk ） （１）
灰导数 δ（ t k） 的白化背景值为 X （１ ） （ tk ） 的紧邻

均值生成序列 Z （１） （ tk ） 。
１） 定 义 ５： 设 X（ ０） （ tk） 为非 等间 距 序列，

x（０） （ tk ） 为灰导数， Z （１） （ tk ） 为灰导数背景值，则称
x（０） （ tk） ＋aZ （１） （ tk ） ＝b Z （１ ） （ t k） γ （２）

为非等间距 ＧＭ（１，１）幂模型的灰色微分方程
（为了更好地区别模型中的发展系数 a ，文章用 γ
表示文献［１６］中的 α）。

当 γ＝０ 时，式（２）为非等间距 ＧＭ（１，１）模型；
当 γ＝２ 时，式（２）则为非等间距灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模
型。 由此可见，只要处理好幂指数 γ的选取问题，非
等间距 ＧＭ（１， １）幂模型完全可以覆盖非等间距
ＧＭ（１， １）模型和灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型的应用范围，并
超越它们的预测精度。

２）定理 １： 若 a^ ＝ a，b Ｔ 为非等间距 ＧＭ（１，１）
幂模型的参数向量，则非等间距 ＧＭ（１，１）幂模型参
数的最小二乘估计为：

a^ ＝ BＴB －１ BＴY （３）

式（３）中， Y ＝
x（０） （ t２ ）
x（０） （ t３ ）


x（０） （ tn ）

，

B ＝
－z（１） （ t２ ） １
－z（１） （ t３ ） １

 
－z（１） （ tn ） １

３）定义 ６：设 X（ ０）
为非等间距序列， X （１） （ tk ） 为

X（ ０） （ tk） 的 １ －ＡＧＯ 序列， a^ ＝ a，b Ｔ ，则称
ｄx（１ ）

t
ｄ t ＋ax（１） t ＝b x（ １） t γ （４）

为非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型的白化方程。
４）定理 ２：设 B，Y， a^如定理 １ 所述， a^ ＝［ a，b］ Ｔ

＝（BＴB） －１BＴY ，则非等间距 ＧＭ（１，１）幂模型的白
化方程的解为：

x^（ １） （ t） ＝ b
a ＋cｅ －（１ －γ）at

１１－γ （５）
若以 x（１） （ tk ） 为初始值，非等间距 ＧＭ（１， １）幂

模型的时间响应序列为：
x^（１） tk ＝
b
a ＋ x（０） （ t１ ） １ －γ － ba ｅ －a（１ －γ） （ t k－t１）

１
１－γ （６）

还原值为：

x^（０） （ tk ） ＝
x^（１） （ t１ ） k ＝１

x^（１） （t k） －^x（１） （ tk－１）
Δtk k ＝２，３，…，n

（７）
2．3　模型参数的确定

在实际应用中，可以利用非线性规划的方法来求
解幂指数 γ。 一旦 γ确定，式（２）中的参数 a和 b也就
确定了。 首先将非等间距 ＧＭ（１，１）幂模型中的参数 a
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和 b 的代数表达式进行展开，经整理得：

a ＝钞
n

k ＝２
z（１） （ tk ） γ＋１钞n

k ＝２
x（ ０） （ t k） z（ １） （ t k） γ －钞n

k ＝２
z（１） （ tk ） ２γ钞n

k ＝２
x（０） （ tk ） z（１） （ tk ）

钞n
k ＝２

z（１ ） （ tk ） ２γ钞n
k ＝２
z（１ ） （ t k） ２ － 钞n

k ＝２
z（ １） （ t k） γ＋１ ２

（８）

b ＝钞
n

k ＝２
z（１） （ tk ） ２钞n

k ＝２
x（０） （ tk ） z（１） （ tk ） γ －钞n

k ＝２
z（１ ） （ t k） γ＋１钞n

k ＝２
x（０） （ tk ） z（１） （ tk ）

钞n
k ＝２

z（１） （ tk ） ２γ钞n
k ＝２

z（１） （ tk ） ２ － 钞n
k ＝２

z（１） （ tk ） γ＋１ ２
（９）

　　以平均相对误差最小化为目标，以参数之间的
关系为约束条件，可建立以下优化模型，以便求出最

优的幂指数 γ的值。

Ｍｉｎ珚Δγ ＝１
n钞

n

k ＝１
x^（ ０） （ t k） －x（０） （ tk）

x（ ０） （ t k）

ｓ．ｔ．

γ≠ １
x^（１） （ t１ ） ＝ x^（１） （ t１ ）
x^（０） （ tk ） ＝ x^

（１） （ tk ） －x^（１） （ tk－１ ）
Δtk ，k ＝２，３，…，n

x^（１） tk ＝ d ＋ x（０） （ t１ ） １ －γ －d ｅ－a（１ －γ） （ t k－t１） １
１ －γ

d ＝钞n
k ＝２

z（１ ） （ t k） ２钞n
k ＝２
x（０） （ tk ） z（１ ） （ tk ） γ －钞n

k ＝２
z（ １） （ t k） γ＋１钞n

k ＝２
x（０） （ tk ） z（１） （ tk ）

钞n
k ＝２

z（１） （ tk） γ＋１钞n
k ＝２
x（０ ） （ tk ） z（１ ） （ t k） γ －钞n

k ＝２
z（ １） （ tk） ２γ钞n

k ＝２
x（０） （ tk ） z（ １） （ tk）

z（１） （ tk ） ＝０．５ x（１） （ tk ） ＋x（１） （ tk －１ ）

（１０）

　　为了去掉以上优化模型目标函数中的绝对值，
引入以下定理。

引理 １ ［１７］ ：对于任意 n 个实数 f１ ，f２ ，…， fn ，有：
钞n
i ＝１

fi ＝钞n
i ＝１

ｍａｘ fi ， －fi
＝ｍａｘ 钞n

i ＝１
fi ，钞n

i ＝１
fi －２ f１ ，钞n

i ＝１
fi －２ f２ ，…，

　钞n
i ＝１
fi －２ fn ，…，钞n

i ＝１
－fi

＝ｍａｘ A nB n （１１）
其中， A n ＝ f１ ，f２ ，…，f n ， Bn 为 n ×２ n 矩阵，

Bn 的每一列都是 １ 或 －１ 允许重复的排列。
因此，文章优化模型中的目标函数可以转化为

以下等价目标：
ＭｉｎＡＲＰＥ ＝Ｍｉ ｎＭａｘ AnB n （１２）

An ＝ x^（０） （ t１ ） －x（ ０） （ t１ ）
x（０ ） （ t１ ） ，x^

（０） （ t２ ） －x（０ ） （ t２ ）
x（０） （ t２ ） ，…，

x^（０ ） （ tn ） －x（ ０） （ tn ）
x（ ０） （ t n） ， Bn 的每一列都是 １ 或 －１ 允

许重复的排列。
通过运筹学软件 ＬＩＮＧＯ（或 ＭＡＴＬＡＢ、 ＥＸＣＥＬ

等）可以很方便地求解以上模型，得到参数 γ、 a 和
b的优化值。 将以上方式获得的参数值代入非等间
距 ＧＭ（１，１）幂模型求解过程，便可以获得理论上误
差最小的模拟结果。
3　工程实例

Ｐ．Ｇ．福雷斯研究了温度对钛合金疲劳强度的
影响，罗佑新从福雷斯所给实验曲线中采集到钛合
金疲劳强度随温度变化的数据，如表 １ 所示［ ５］ 。

表 1　钛合金疲劳强度随温度变化关系
Table 1　The relationship between the fatigue
strength of titanium alloy and temperature
温度／℃ σ－１

１００ ５６０
１３０ ５５７．５４
１７０ ５３６．１０
２１０ ５１６．１０
２４０ ５０５．６０
２７０ ４８６．１０
３１０ ４６７．４０
３４０ ４５３．８０
３８０ ４３６．４０
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为了便于计算，对原始数据作如下线性变换
T ＝５０ ＋５０t k ， k ＝２，３，…，９ ； x（ ０） ＝ （σ－１ －
４００） ／５０， 变换后的数据见表 ２。

表 2　钛合金疲劳强度随温度变化
数据处理后的关系

Table 2　The data processed relationship
between the fatigue strength of
titanium alloy and temperature
t k x （０）

１ ３．２
１．６ ３．１５１
２．４ ２．７２２
３．２ ２．３２
３．８ ２．１１２
４．４ １．７２２
５．２ １．３４８
５．８ １．０７６
６．６ ０．７２８

　　１）非等间距 ＧＭ（１，１）模型［５ ］ 。 文献［５］建立
的 ＧＭ（１，１）模型时间响应式为：

x^（０） （ t１ ） ＝３．２
x^（０） （ tk ） ＝bkｅ －０ ．２５８ ６（ t k－１） ，k≠ １
bk ＝－１９．６５９ ７ １ －ｅ０．２５８ ６Δt k

（１３）

２）非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型。 最优值 γ＝
０．００３ ５９３ ， a ＝０．２５０ ９１ ， b ＝４．２９１ ３０５ ，可得时

间响应式为：
x^（１） （ tk） ＝

１７．１０２ ９８ －１３．９１６ ３ｅ－０．２５０ ０１（ t k－１ ） １．００３ ６０６ （１４）
还原值为：
x^（０） （ tk） ＝

x^（１） （ t１ ） k ＝１
x^（１） （ tk ） －x^（１ ） （ tk －１ ）

Δt k k ＝２，３，…，９ （１５）

σ^－１ （ t k） ＝４００ ＋５０x^ （０） （ tk） ， k ＝１，２，…，９
（１６）

两种模型的模拟值与实际值的比较见表 ３。
由表 ３ 可看到，文献［５］的方法和文章提出的

非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型都取得了较高的建模精
度，但是非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型的误差显著小
于文献［５］的方法。 除第一个时点外，文章方法在
每个时点的模拟误差都小于文献［５］的方法，总体
来看，文章方法的平均误差仅为 ０．９４ ％，显著小于
文献［５］的 ２．７７ ％。 笔者认为，主要原因就在于非
等间距 ＧＭ（１， １）幂模型的形式较为灵活，可根据
数据的特点调整模型的幂指数的大小。 非等间距
ＧＭ（１， １）模型直接取幂指数 γ＝０ ，而文章的优化
结果显示 γ＝０．００３ ５９３ 更适合本例中的原始数据。

表3　两种模型的模拟值与实际值的比较
Table 3　Comparison of the modeling results of the two grey models

tk σ－１ 实际值
文献［ ５］的方法 非等间距 ＧＭ（ １，１ ）幂模型

模拟值 相对误差／％ 模拟值 相对误差／％
１

１．６
２．４
３．２
３．８
４．４
５．２
５．８
６．６

５６０
５５７．５４
５３６．１０
５１６．１０
５０５．６０
４８６．１０
４６７．４０
４５３．８０
４３６．４０

５６０
５４１．２８
５５７．３０
５２７．９１
４７９．９９
４６８．４８
４７６．２６
４４７．６９
４５３．０９

０
２．９２
－３．９５
－２．２９
５．０７
３．６２
－１．８９
１．３５
－３．８２

５６０
５６２．１２
５３６．１０
５１１．３４
４９３．３３
４８０．２９
４６７．４０
４５６．５０
４４７．４３

０
０．８１
－０．０１
－０．９２
－２．４３
－１．２０

０
０．６０
２．５３

平均绝对相对误差／％ — ２．７７ — ０．９４

4　结语
　　当非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型中的幂指数取 ０
和 ２ 时，分别等价于 ＧＭ（１，１）模型和灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ
模型。 非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型中的幂指数 γ取
值的多样性赋予了该模型形式的灵活性的特点，只

要通过合适的方法获得最佳幂指数 γ的值，则一定
可以获得理想的建模精度，其应用范围已经覆盖了
非等间距 ＧＭ（１， １）模型和灰色 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 模型。 由
此可见，非等间距 ＧＭ（１， １）幂模型在工程中有着
更为广泛的应用前景。
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