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本文提出了新的两 (多) 参数规划 (mp-P) 启发算法以求解混合整数非线性规划 (MINLP) 问题，并着
重说明了算法在过程综合问题中的应用。对于因对数项导致的非线性，开发了针对确定性问题的
参数算法 (p-MINLP)。关键之处是通过将二进制变量和 (或) 不确定参数作为符号参数重新生成和
求解一阶 Karush Kuhn Tucker(KKT) 系统的解析表达式。为此，采用了符号处理和求解技术。为了
证明所提出的算法的适用性和有效性，对两个过程综合案例研究进行了验证，相应的结果经最新
的数值 MINLP 求解器验证是有效的。对于 p-MINLP，给出了不确定参数的显函数表示的最优解。
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1. 引言

流程企业生产过程的设计和操作受不确定参数的影

响，如生产产量的波动、不断变化的市场价格和需求等。

企业较弱的产品需求、催化剂失活或金融困境是导致过

程优化的众多潜在原因中的几个。为了确保设计的是最

佳工艺，有必要确认当物理或社会经济发生变化时，所

提出的设计是经济的和安全的。过程综合[1]是工厂设

计的一个关键方面，对企业财务有重大的影响。这随后

激发了该领域的大量的研究工作，出现了大量方法以便

能准确地设计不仅是最优路线，同时也是最鲁棒的路

线。此外，由于该问题的计算复杂度，形成的算法必须

是高效的，以尽量减少计算成本。总的来说，化工厂的

过程综合问题可分为以下几个主要组成部分：①换热网

络综合(HEN)；②反应器路径综合；③分离系统综合。

通过反应器路径综合以确定产品的最佳反应器配置。在

这个问题中，从系统的热力学边界到反应路径都必须考

虑。反应器网络的优化主要有三种技术：超结构方法、

几何方法和组合目标法[2]。超结构方法需要对整个过

程进行同步分析，这种方法是非常有效的，因为所有部

分均可由整个系统来确定。然而，得到的结果的有效性

很大程度上取决于描述超结构的模型的细节。几何方法

的提出基于可达区域(AR)的理论，提出该方法是为了考

虑有多个相互作用的反应器和外部热交换器的情况[3]。
组合目标的方法采用上述两种技术，因为它源于超结

构方法和AR理论。因几何方法和组合目标法采用AR理
论，因而限制了其效用。这是因为AR理论结合了技术

指标，如转化率和选择性，而不是财务指标。因而，从
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经济角度来看其结果可能不是最优解。Bedenik等[2]已
经开发出一种解决反应器网络问题的新技术，该技术使

用超结构方法，并将其重新模型化为考虑财务指标的模

型，考虑了过去一段时间经济不确定性的影响，这也是

本文将进一步讨论的一个方面的内容。因此，他们的技

术更可能成功地找到最佳的配置，虽然其需要一个十分

详细的数学模型。

绝大多数过程系统工程中的问题涉及连续和离散决

策变量。通常情况下，离散决策考虑其过程的内在逻辑，

如反应途径或计划问题中的扩容，而连续决策则考虑产

品的流量、销售额等。为了建立这些决策变量的数学模

型，采用了连续以及0-1整数变量，从而将问题变为混

合整数规划(MIP)问题。对于一个通过非线性关系表达

的问题，则变为混合整数非线性规划(MINLP)问题，其

一般形式如下[1]：
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其中，f为一个标量函数；x为nx维的连续变量，其属于

集合X；y为ny维二进制离散变量，属于离散集合Y；g为
约束向量，表示质量约束、需求约束等；z*为优化问题

的最优解。

由于其通用的数学性质，MINLP问题可应用于很多

问题，如反应器网络综合[4]、换热网络[5]、企业计划

优化[6]等。过程综合是工程领域混合整数非线性规划

问题的一类基本问题，同时需要优化加工单元、互连和

设计/操作变量[7]。尽管MINLPs对问题的描述比混合整

数线性规划问题(MILP)更准确，但由于可能出现的非凸

性[8]使得问题难以求解。在公开文献中已经提出了解

决某些类别MINLPs的数值方法，如广义的Benders分解

(GDB)[9]、外逼近法(OA)算法[10]、并割平面(ECP)方
法[11]。上述算法可以使用在严格假设凸性的目标函数

和相关非线性的形式，而迭代过程通常会收敛到(局部)
最优解。另一类问题的求解算法是采用全局优化[12,13]
算法，用数值技术和凸近似解决了在最优性条件下的相

应问题。

通常，即使是不考虑问题的不确定性，对MINLPs
问题也有可计算的要求。然而，数学模型容易受到一些

不确定性影响，大致可分为内源和外源[14]不确定性。

内源不确定性主要出现在约束的左侧，如反应产率和化

学计量系数，而外源不确定性通常是位于右侧(RHS)的

约束和目标函数的系数(C)。为了应对不确定性下的优

化问题，现有文献已提出了多种技术，主要技术有随机

规划、鲁棒优化和(多)参数规划(mp-P)[15]。第一、第

二种技术需要某种形式的数据，用来描述不确定性，如

概率分布或不确定性的集合类型，而mp-P是以优化为

基础的方法，其数学模型可直接使用，旨在明确表征不

确定性对最优解的影响。通过对mp-P问题的求解，可

以得到以不确定性参数的显函数表示的优化变量，以及

相应的区域，也就是说关键区域(CRs)的含参数的函数

保持最优。图1提供了该问题的概念图。

图1. mp-P的概念图。

经过30多年的研究[15,16]，mp-P方法具有了坚实的

理论基础，对每一类优化问题有相应的算法。然而，尽

管mp-P领域不断发展，(多)参数(mp)-MINLPs仍然是研

究最少的，甚至对一个案例，只有右边的不确定性。这

种缺乏研究的原因是参数优化问题的解是非凸的。早期

论文侧重于单参数MINLPs近似解(p-MINLPs)[17–21]，而

Dua和Pistikopoulos[22]研究了mp-MINLP实例凸目标函

数，提出了一种分解方法，原始问题和主问题之间的

逐次迭代产生有效的上、下限。在他们的方法中，原

始的问题是一个通过修复相关的整数变量的mp-非线性

规划(mp-NLP)问题，而主子问题(master sub-problems)
的目的是提供改进的整数解等。Dua[23]研究了mp-
MINLPs的全局优化。文献[24]给出了利用代数几何方

法的多项式参数优化技术，在模型预测控制系统(MPC)
采用柱形代数分解和基于Gröner的理论求解多项式方

程的方案。近年来，Charitopoulos和Dua[25]提出了一
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种新的算法精确求解(多)参数混合整数多项式优化(mp- 
MIPOPT)问题，重点在得到混合多项式系统的显式控制

表达式。

在目前的工作中，我们提出了对数非线性情况下的

MINLPs的两种解析解算法。关键是利用Gröbner基理论

和符号的操作原则求解了一阶Karush Kuhn Tucker(KKT)
条件下的二次系统方程。第一种算法是用来解决确定性

MINLPs，第二种是根据所提出的算法，对问题RHS约
束单参数扰动下的延伸。

本文的其余部分组织如下：在第2节中，本文建立

了相关理论框架，并对一个特定的类的确定性和参数提

出了MINLPs解决算法。第3节给出了算法，测试两个案

例研究的过程综合问题。在引入概率问题及采用最新求

解器求解其数值最优解的情况下，4.1节验证了确定性

情况下所提出的算法的性能，并与第3节的结果进行了

比较；在4.2节中，给出了主要的计算步骤以及算法在

不确定性情况下应用的结果。最后，第5节进行了总结。

2. 理论与算法

最近，Dua[26]提出了一种mp启发算法用于解决

MIPOPT问题。该算法基于MIPOPT问题推导出一阶

KKT条件的方程组的解析解。一般来说，一个MIPOPT
问题可以描述为公式(2)~(6)。

        ( )
,

min ,f
x y

x y     (2)

    ( )s.t.   h , 0=x y  (3)

      ( ), 0≤g x y    (4)

        xnX∈ ⊆ x    (5)

        { }0, 1 ynY∈ =y    (6)

其中，x为连续变量，属于有限集X的向量；y表示整数

变量，为ny维向量；h为等式约束的向量，为ny维向量；

g为不等式约束的向量，为ng维向量；f为一个标量函数。

MIPOPT问题的整数变量被松弛为连续变量，将这些整

数变量作为参数限制在各自的范围内。因此，将原问题

变成一个(多)参数多项式问题(mp-PP)，见公式(7)~(11)。
mp-PP:

        ( )
,

min ,f
x y

x y   (7)

 ( )s.t.   h , 0=x y      (8)

         ( ), 0≤g x y    (9)

        xnX∈ ⊆ x   (10)

        [ ]0, 1 ynY∈ =y   (11)

如上所述，通过松弛整数变量y，mp-PP实现了参数

化。公式(12)~(14)给出相应的一阶KKT条件。

KKT系统:

 ( ), , , 0L∇ =x x y μ λ  (12)

 ( ), 0=h x y  (13)

 ( ), 0, 1, ...,j j gg j nλ = =x y   (14)

其中， ( ) ( ) ( ) ( )T T, , , , ,L f= + +x y μ λ x y λ g x μ h x y 为mp-PP 
的拉格朗日函数，ng表示mp-PP问题中不等式约束的数

量。应该注意的是，公式(12)~(14)形成一个多项式方程

的二次系统，可得到拉格朗日乘子和优化变量的解析

解。Dua[26]提出，KKT系统可以用符号运算软件得到

解析解，进而计算所有可能满足公式(12)~(14)的以y为
参数的显式解。显式解通过原始和对偶可行性条件及约

束条件评估验证所有可能的y向量的组合。

原则上，所提出的方法可扩展到更多的MINLP问题

的同类问题，无论是对于确定性的还是参数化的问题。

这种可能性在下文进行检验。

2.1. 基于参数规划的 MINLPs 算法

如上一节所述，Dua[26]研究了MIPOPT问题的案

例。然而，由于上述算法的关键部分是通过Gröbner基
理论使用二次系统方程的解析解，因此该算法可以扩展

到一类包含对数函数的混合整数非线性规划问题。通过

密切关注Dua[26]所描述的情况，对于对数非线性情况，

我们设计了算法1。
需要注意的是，在目前的工作中，步骤3~5在Math-

ematica 10[27]中执行。然后在获得最优解后，对线性独

立约束条件(LICQ)进行评估，以确认其最优性。

2.2. 利用参数规划求解不确定性 MINLPs
算法1可以解决确定性混合整数非线性规划。然而，

在必须考虑不确定性的情况下，该算法可以被修改，以

处理约束的RHS参数变化。这个想法是增加不确定参数

的参数向量，即除了整数变量( y)，加入一个新的扰动

向量(θ)。由此产生的p-MINLP如公式(15)~(20)所示：
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p-MINLP:

         ( )
,

min ,f
x y

x y  (15)

 ( )s.t.   h , , 0=x y θ  (16)

        ( ), , 0≤g x y θ  (17)

        xnX∈ ⊆ x  (18)

       [ ]0, 1 ynY∈ =y   (19)  

       ∈Θ ⊆ θ   (20)

注意，θ为一个有界的标量参数，允许出现在等式/
不等式约束的右侧。对相应的一阶KKT条件的公式化后

的结果如公式(21)~(23)所示，其中包含y和θ两个参数。

p-KKT系统：

 ( ), , , , 0L∇ =x x y θ μ λ  (21)

 ( ), , 0=h x y θ    (22)

 ( ), , 0, 1, ...,j j gg j nλ = =x y θ    (23)

由于参数摄动(θ)和整数变量(y)为符号表达式，参

数化的KKT(p-KKT)系统仍然是一个非线性方程组。该

p-KKT系统解决方案返回的候选解，即优化变量的参数

的显式表达式[x(y, θ)]和拉格朗日乘子[λ(y, θ), μ( y, θ)]。
需要注意的是，即使候选解满足二次方程组，它们也可

能会违反原始/对偶可行性条件。

得到候选解后，二进制变量被固定到可能的值。现

在优化变量的表达式和拉格朗日乘子系数只有显式的θ
表示，即x(θ), λ(θ)和μ(θ)。值得注意的是，在这一步中，

优化变量的显式表达式代入原约束，即公式(16)、(17)，

以评估候选解的原始可行性。考虑到对偶可行性，我们

接下来评估拉格朗日乘子和不等式约束的非负性条件。

满足原始/对偶可行性条件的候选解被称为可行的。

每一个可行的解决方案在一个变化的参数范围内，仍然

是可行的，即CR。p-MINLPs的主要计算步骤见算法2。
步骤1~3在Mathematica 10中实施；Vyas和Dua[28]

提出，步骤4~5在Excel中实现。利用Mathematica 10中
得到的输出，根据二进制变量和不确定性参数创建目标

函数。然后，通过清楚地显示这些变化的参数将影响目

标函数，可以用来帮助确定系统的最优值。

3. 案例研究

本节给出了两个与过程综合相关的案例来说明所提

出的方法。首先，给出了案例的简短说明以及相关的数

学模型，将其作为一个对数非线性的MINLP问题。接

着，给出了每个问题的数值解，在求解中使用当前最先

进的数值优化求解器。对于相应的MINLPs问题的求解，

采用SBB的求解器，对于NLP子求解器采用CONOPT3。
问题的求解采用了GAMS 24.4.1，计算机配置为3.7 GHz
处理器、16 GB RAM和Windows 7的64位操作系统。

3.1. 案例 1
案例1来自Floudas[1]，此过程综合问题涉及从原料

A和B通过工艺1、2和3生产C组分。产品C只能通过三

条路线之一生产：只通过工艺1，或通过工艺1和2，或

通过工艺1和3，工艺2和3不能同时发生。图2给出了相

关的工艺流程图。

问题目标是成本减去收入的最小值，相应的优化问

题转化为一个混合整数非线性规划，见公式(24)~(38)。

算法1 求解MINLPs问题的算法

第1步  松弛二进制变量，如 y  ∈ {0, 1}ny → [0, 1]ny，连续性参数限定范围。

第2步  得到一阶KKT方程，如公式(12)~(14)。
第3步  求解二次KKT系统，得到用参数化显式表示的优化变量和拉格朗日算子，如x(y),  λ(y)和μ(y)。
第4步  固定二进制变量的所有可能的组合，确认主要和对偶可行性情况。

第5步  映射计算的参考解来确定最优解，包括确认主要和对偶可行性，以及约束的确认。

算法2 求解p-MINLPs问题的算法

第1步  在增加的参数集中选择需要考虑的不确定参数。松弛二进制变量，如 y  ∈ {0, 1}ny → [0, 1]ny，连续性参数限定范围。

第2步  得到一阶p-KKT方程，如公式(21)~(23)。
第3步  求解得到的p-KKT系统，得到用参数化显式表示的优化变量和拉格朗日算子，如x(y, θ), λ(y, θ)和μ(y, θ)。
第4步  固定二进制变量的所有可能的组合，确认主要和对偶可行性情况。

第5步  映射计算的参考解来确定二进制变量，包括确认一阶KKT条件，使得目标变量最大化或最小化。

第6步  选择整数解，考虑不确定参数对目标函数的影响。
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1 2 3 2

3 1 2 3

min 11 7 1.2 1.8
1.8 3.5 1.5

f C B B B A
A y y y

= − + + + +
+ + + +    (24)

     s.t. ( )2 2ln 1 0B A− + =  (25)

 ( )3 31.2 ln 1 0B A− + =    (26)

 ( )1 2 30.9 0C B B B− + + =   (27)

 1 0C y− ≤     (28)

 
2 2

1 0
0.9

B y− ≤    (29)
 

 3 3
1 0

0.9
B y− ≤   (30)

 1 2 3 2 3, , , , , 0C B B B A A ≥    (31–36)

 2 3 1y y+ ≤  （37)
 

{ }3
1 2 3, , 0, 1y y y =   (38)

表1给出了最优解，见文献[1]。

3.2. 案例 2
第二个案例来自参考文献[29]，是案例1的一个修

改版本。问题的表述如下：

 

 
( )

( )
1 2 3 1 6 2

1 2

min 5 6 8 10 7 18ln 1
19.2 ln 1 10

f y y y x x x
x x

= + + + − − +

− − + +
   (39)

s.t. ( ) ( )2 1 2 6s.t. 0.8ln 1 0.96ln 1 0.8 0.8x x x x+ + − + − ≥   (40)

 2 1 0x x− ≤   (41)

 2 1 0x Uy− ≤    (42)

 1 2 2 0x x Uy− − ≤    (43)

 ( ) ( )2 1 2 6 3ln 1 1.2 ln 1 2x x x x Uy+ + − + − − ≥ −    (44)

 1 2 6, , 0x x x ≥   (45–47)

 1 2 62, 2, 1x x x≤ ≤ ≤   (48–50)

 1 2 1y y+ ≤   (51)

其中，U = 2是一个“大M”型参数。表2给出了最佳

的解决方案，见文献 [29]。
通过松弛变量上限，忽略了公式(48)~(50)；采用

GAMS 24.4.1求解最优解。本案例的最优解使用SBB求
解器获得，结果如表3所示。

4. 结果

前一节描述了过程综合问题，给出了问题的最

优数值解。本节说明了所提出算法的主要计算步骤。

首先，在第4.1节中，给出了每个问题的确定最优解，

并进行了验证，如前一节计算结果所示。接下来，

在第4.2节，采用文中提出的p-MINLPs算法解决了参

数优化问题。

4.1. 基于参数规划的 MINLPs 算法

4.1.1. 案例 1
将模型中的二进制变量作为符号参数，该算法的第

一步是得到拉格朗日函数和一阶KKT方程。拉格朗日函

数见公式(52)，相应的一阶KKT条件见公式 (53)~(70)。

 (52)
 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 2 3 2 3 1 2 3

1 2 2 2 3 3

3 1 2 3 1 1 2 2 2

3 3 3 4 5 1 6 2 7 3 8 2 9 3

11 7 1.2 1.8 1.8 3.5 1.5
ln 1 1.2ln 1

0.9
1

1
0.9

0.9

L C B B B A A y y y
B A B A

C B B B C y B y

B y C B B B A A

µ µ

µ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

= − + + + + + + + +

+ − + + − +

+ − + + + −  

 

+ −

+ −

 

 

 

 
− − − − − −

 
1

8
2 2

d 1.8 0
dA 1

L
A

µ λ= − − =
+

 (53)

图2. 待优化的过程流程图。

表1 文献[1]中例子的优化结果

y1 y2 y3 C B1 B2 B3 A2 A3 f

1 0 1 1 0 0 1.1111 0 1.5242 –1.92

表2 案例2的优化结果

y1 y2 y3 x1 x2 x6 f

0 1 0 1.30097 0 1 6

表3 改进后的案例2的优化结果

y1 y2 y3 x1 x2 x6 f

0 1 0 1.76 0 1.218 5.58
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2

9
3 3

d 1.21.8 0
dA 1

L
A
µ λ= − − =

+
 (54)

 3 5
1

d 7 0.9 0
d

L
B

µ λ= − − =  (55)

 1 3 2 6
2

d 1 0.9 0
d

L
B

µ µ λ λ= + − + − =  (56)

 2 3 3 7
3

d 1.2 0.9 0
d

L
B

µ µ λ λ= + − + − =  (57)

 3 1 4
d 11 0
d

L
C

µ λ λ= − + + − =  (58)

 ( )1 1 0C yλ − =  (59)

 2 2 2
1 0

0.9
B yλ  − = 
 

 (60)

 
3 3 3

1 0
0.9

B yλ  − = 
   

(61)

4 5 1 6 2 7 3 8 2 9 30, 0, 0, 0, 0, 0C B B B A Aλ λ λ λ λ λ= = = = = =  (62–67)

 ( )2 2ln 1 0B A− + =  (68)

 ( )3 31.2 ln 1 0B A− + =  (69)

 ( )1 2 30.9 0C B B B− + + =  (70)

方程(53)~(70)使用Mathematica 10求解，二进制变

量被处理为参数。此步骤的输出是一个候选的解决方

案，其中的优化变量和相应的拉格朗日乘子作为二进制

变量的显式函数给出，总共得到98个候选解。然而，40
个解被忽略，因为它们涉及矛盾的原始/对偶可行性的

要求，另外58个解被进一步调查。表4给出了Mathema-
tica10得到的输出的例子。

如表4所示，优化变量和拉格朗日乘子一般是二进

制变量的显式表达式。还要注意的是，通过初步筛选

测试的候选解的双重可行性，Solution 1、3和4可以进

一步考虑删除，因为它们违反了非负拉格朗日乘子的要

求。接下来，按照算法1，所有的二进制变量根据可能

的组合固定。有3个二进制变量，在过程中产生了7种
可能的组合，如表5所示。

每个解是通过将二进制变量固定到表5中所示的组

合来计算的。这一步可以编码并在Mathematica 10中通
过使用内置命令“Reduce”实现。

通过对表6的检查，利用Mathematica 10计算得

到的候选解绝大多数是不可行的，只有整数组合的

4个候选解是可行的，其目标函数值在范围内。重要

的是，即使一个解是可行的，它可能也不是一个可

行的配置。这是由于为了使过程是有效的，它必须

能够产生所需的产品。通过解12可以看出，整数解

y1 = 0、y2 = 1和y3 = 1，过程没有流量，虽然y1是用来

生成最终产品的装置，但它没有在这个例子中操作。

表6显示，全局最优为–1.92，此值时发生在

[y1, y2, y3] = [1, 0, 1]，结果来自两个不同的对称解。

正如预期的那样，根据所提出的算法计算的解与 
Floudas[1]的报道一致，从而验证了解决方案。最后，

为了用规范LICQ评价，确认来自原始模型的约束在

最优点可行是十分重要的。在最优点，B2和A2的流

量为零，即不考虑公式(25)、(29)。因此， LICQ考虑

的约束条件是方程(26)~(28)、(30)。非线性公式(26)
必须在最优点线性化。在最优点使用泰勒逼近可得

 ( )
*

*3 3
3 3* *

3 3

1.2 1.2 1.2ln 1 0
1 1

A AB A
A A

− + − + =
+ +  (71)

 
其中，*指变量在线性化点处的值。然后，得到系统

的矩阵方程组：

 1

3

3

0 0 1 0.476 1.833
1 0.9 0.9 0 0
1 0 0 0

·
0

0 0 1 0 0

C
B
B
A

−     
    −     ≤
    
    

    

 (72)

系统是否坚持规范LICQ现在可以通过计算矩阵的

特征值确定。当矩阵的特征值为零时，系统中的方程相

互依赖，表明可能存在多个解。但是，如果特征值非零，

则这些行是独立的，只在一个解上相交一次。在这个例

子中，特征值是0.429。这意味着该系统是线性无关的，

并且最优解已被确定。

表4 案例1基于算法1的第3步得到备选解的例子

Solution A2 A3 B1 B2 B3 C μ1 μ2 μ3 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ7 λ8 λ9

1 0 0 1.11y1 0 0 y1 6 5.8 7.77 3.22 0 0 0 0 0 –4.2 –5.16

2 2.33 2.86 –2.82 + 1.11y1 1.20 1.62 y1 6 5.8 7.77 3.22 0 0 0 0 0 0 0

3 0 2.86 –1.62 + 1.11y1 0 1.62 y1 6 5.8 7.77 3.22 0 0 0 0 0 –4.2 0

4 2.33 0 –1.20 + 1.11y1 1.20 0 y1 6 5.8 7.77 3.22 0 0 0 0 0 0 –5.16
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4.1.2. 案例 2
案例2的拉格朗日函数和一阶KKT条件由以下公式

给出：

 

  (73)

 

( )
( ) ( )
( )

(
) ( )

( ) ( ) ( )
( )

(
)

1 2 3 1 6 2

1 2 1 2

1 2 6 2 2 1

3 2 1 4 1 2 2 5 2

1 2 6 3

5 6 8 10 7 18ln 1
19.2ln 1 10 0.8ln 1
0.96ln 1 0.8

ln 1

1.2ln 1 2

L y y y x x x
x x x
x x x x x

x Uy x x Uy x

x x x Uy

λ

λ
λ λ λ

= + + + − − +
− − + + − +

+ − + − + −

+ − − − − − +

+ − + − − +

6 1 7 2 8 6x x xλ λ λ− − −

 5

1
2 4 6

1 1 2 1 2

1 2

1.2

d 19.2 0.9610

0

d 1 1

1

L
x x x x x

x x
λ

λλ λ λ= − + − − −

− =

+ − + −

+ −
  (74)

2 3 4 7

1 5

2 1 2 2

1 2 2 1 2 2

d 19.2 18

0.96 18 1.2 1 0

d 1 1

1 1 1 1

L
x x x x

x x x x x x

λ λ λ λ

λ λ
   

= + − − + −

+ − + − =   

+ − +

+ − + + − +   

 (75)

 1 5 8
6

d 7 0.8 0
d

L
x

λ λ λ= + + − =
 (76)

 ( ) ( )( )1 2 1 2 60.8ln 1 0.96ln 1 0.8 0x x x xλ + + − + − =   (77)

 ( )2 2 1 0x xλ − =   (78)

 ( )3 2 1 0x Uyλ − =  (79)

 ( )4 1 2 2 0x x Uyλ − − =  (80)

 ( ) ( )( )5 2 1 2 6 3ln 1 1.2ln 1 2 0x x x x Uyλ + + − + − − + =  (81)

 6 1 7 2 8 60, 0, 0x x xλ λ λ= = =  (82–84)

采用Mathematica 10求解公式(74)~(84)，其中，二

进制变量被作为参数处理。输出总共产生59个候选解，

但是，与案例1类似，经进一步考虑后，其中的17个解

因为违反双重可行性条件被删除，从而剩下42个可能

解。表7给出了Mathematica 10生成的解的例子。

与案例1相同，在这种情况下，本案例研究有3个二

进制变量，Mathematica 10给出了相同的二进制变量的

组合，如表5所示。表8给出了最终的整数可行解。

通过对表8的检查，全局最小值是5.58，整数变

量为[y1, y2, y3] = [0, 1, 0]。采用SBB/CONOPT3求解器计

算的结果与表3相同。这一结果进一步证实了算法对

MINLP问题的适用性。最后，表9给出了所提出的算

法与商业求解器DICOPT、SBB、BARON 16.3和AN-
TIGONE 1.1计算结果的比较。从表9可以看出，本文

提出的算法是对确定性实例的求解性能优于其他求解

器，其中，DICOPT的求解收敛速度最快。下面求解

不确定情况下的MINLP问题，以获得相应的p-MINLP
解。相比而言，本文所提出的方法求解不确定性问题

的计算时间与求解确定性问题的计算时间相同。

表5 案例1二进制变量的可能组合

Combination y1 y2 y3

1 1 0 0

2 1 1 0

3 1 1 1

4 0 1 1

5 0 0 1

6 0 1 0

7 1 0 1

表6 案例1最终的整数可行解

Solution y1 y2 y3 C B1 B2 B3 A2 A3 f

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 1 0 0 1 1.11 0 0 0 0 0.28

3 1 0 1 1 0 0 1.11 0 1.52 –1.92

4 1 1 0 1 0 1.11 0 2.04 0 –1.72

5 1 0 1 1 0 0 1.11 0 1.52 –1.92

6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

8 1 1 0 1 0 1.11 0 2.04 0 –1.72

9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

10 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1.5

11 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

12 0 1 1 0 0 0 0 0 0 2.5

表7 案例2基于算法1的第3步得到备选解的例子

Solution x1 x2 x6 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8

1 0 0 0 0 0 0 0 0 –9.2 1.2 –7

2 0 –0.0326 0 0 0 0 0 0 –8.6 0 –7

3 0 0 0 0 –1.2 0 0 0 –8 0 –7

4 2y1 2y1 0 0 –9.2 (4 – 10y1)/(0.5 + y1) 0 0 0 0 –7

5 0.92 + 2y1 2y1 0 0 0 (4 – 10y1)/(0.5 + y1) 0 0 0 0 –7
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4.2. 利用参数规划求解不确定性 MINLPs
4.2.1. 案例 1

在案例1中，将B1和C作为不确定变量，这是因

为B1是进入系统的新鲜原料的流量，随后将被转换

成所需的产品，C是系统的产品，具有不确定性的原

因是因为消费者需求的不确定。

(1) B1作为不确定变量

探讨B1对工艺的影响，通过Mathematica 10解决

如下一阶KKT条件，其中二进制变量和B1作为参数。
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dA 1

L
A
µ λ= − − =

+  (87)

 1 3 2 6
2

d 1 0.9 0
d

L
B

µ µ λ λ= + − + − =    (88)

 2 3 3 7
3

d 1.2 0.9 0
d

L
B

µ µ λ λ= + − + − =  (89)

 3 1 4
d 11 0
d

L
C

µ λ λ= − + + − =  (90)

 ( )1 1 0C yλ − =  (91)

 2 2 2
1 0

0.9
B yλ  − = 
   (92)

 3 3 3
1 0

0.9
B yλ  − = 

 
 (93)

 4 6 2 7 3 8 2 9 30, 0, 0, 0, 0C B B A Aλ λ λ λ λ= = = = =  (94–98)

 ( )2 2ln 1 0B A− + =  (99)

 ( )3 31.2 ln 1 0B A− + =  (100)

 ( )1 2 30.9 0C B B B− + + =  (101)

以上一阶KKT条件与前一节的优化问题的KKT
条件[公式(53)~(70)]不同，未包括原模型的非负约束

和B1的拉格朗日乘子，虽然B1是一个参数。这将导

致输出中包含二进制变量和B1的显式解。求解公式

(86)~(101)，可得到39个候选解，但是，其中13个违

反双重可行性条件，因此，应进一步考虑删除。

如公式(28)和表1所示，过程中C的最大和最优的

出口流量为1。假设从B到C的反应是1:1，为检查其

对过程的影响，B1的流量从0变化到1。分析的第一

步是评估每个解决方案的可行性。这是使用Excel通
过改变B1的流量从0到1，并通过改变表5中所示的二

进制变量的配置来实现的。这样做是为了确保流量

和不等式约束拉格朗日乘子是有效的。

当B1变化时，对表9中的解的目标函数进行检查。

表10给出了每个解的目标函数值，该值从Mathematica  
10导出。

对表10所示的解在其可行域内进行确认，结果

如表11所示。通过相应的整数组合，同时操纵B1检

表8 案例2最终的整数可行解

Solution y1 y2 y3 x1 x2 x6 f

1 0 1 0 1.76 0 1.22 5.58

2 0 1 1 1.76 0 1.22 13.58

3 1 0 1 1.5 1.5 0.92 15.09

4 0 0 0 0 0 0 10

5 0 0 1 0 0 0 18

6 0 0 1 0 0 0 18

表9 所提出算法对案例2的确定性实例的求解计算性能比较

Proposed algorithm DICOPT SBB BARON 16.3 ANTIGONE 1.1

CPU (s) 6 0.172 0.234 1.21 2

Number of iterations 0 33 47 5 7
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查其对最优解的影响，结果如表12所示。

表12中清楚地显示，目标函数的最小值是–1.92

时，B1等于0，此时y1 = 1，y2 = 0，y3 = 1。这个结

果与文献得到的最优解相同，见表1。然而，更重

要的是，随着B1的流量增加，目标函数的最小值所

对应的二进制变量的组合发生变化。这一结果有力

地证明，不断变化的变量可以对一个工厂内的最优

工艺路线产生重大影响。同样的结果在图3中可以

更清晰地看出，随着B1的流量增加，配置如何更加 
优化。

为了验证工厂的最优配置取决于不确定的参数，

将B1作为一个可变参数再次求解确定性问题，所得

结果见表13。
表12强调了一个事实，一个过程的最优配置可

能随着不确定参数而改变。无论是采用Mathematica 
10、Excel的结果，还是MINLP问题的数值解，都产

生了相同的结果。这一结果重申了本文所提出的算

法用于过程综合的有效性。确认了结论B1的最优值

是0，同时y1 = 1，y2 = 0，y3 = 1。这也表明，B1的流

量增加使过程变得不那么有利可图。反过来，这一

结果意味着，如果需要从市场购买B1，那么这个过

程最终将亏损经营，在财务上不可行。

(2) C作为不确定变量

接下来，我们考察C对过程的影响。再次使用

算法2，得到相应的p-KKT条件，采用Mathematica 

表11 案例1中B1不确定时的二进制变量的组合

Solution y1 y2 y3

1 1 0 1

2 1 0 0

3 1 1 0

表10 案例1中B1不确定时的最优结果的显性表示

Solution ( )1 2 3 1, , ,f y y y B CR

1 ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 35.8 3.6 1.8exp 0.833 0.926 0.926 1.8exp 1.11 6.167 0.77 1.5B B y y y y y y− + − + − + − + +
( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 35.8 3.6 1.8exp 0.833 0.926 0.926 1.8exp 1.11 6.167 0.77 1.5B B y y y y y y− + − + − + − + +

( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 35.8 3.6 1.8exp 0.833 0.926 0.926 1.8exp 1.11 6.167 0.77 1.5B B y y y y y y− + − + − + − + +

10 0.15376B≤ ≤

2 ( ) ( )1 1 2 3 1 2 33.5 3.6 2.9 1.8exp 1.11 1.8exp 0.926 3.5 8.889 8.167y B y y y y y− − + + + − −
( ) ( )1 1 2 3 1 2 33.5 3.6 2.9 1.8exp 1.11 1.8exp 0.926 3.5 8.889 8.167y B y y y y y− − + + + − −

( ) ( )1 1 2 3 1 2 33.5 3.6 2.9 1.8exp 1.11 1.8exp 0.926 3.5 8.889 8.167y B y y y y y− − + + + − −

10.15376 0.9675B≤ ≤

3 ( ) ( )1 1 1 3 3 1 2 36 3.6 1.8exp 1.11 1.11 1.8exp 0.926 6.389 1.722B B y y y y y y− + − + − + − + +
( ) ( )1 1 1 3 3 1 2 36 3.6 1.8exp 1.11 1.11 1.8exp 0.926 6.389 1.722B B y y y y y y− + − + − + − + +

10.9675 1B≤ ≤

表12 案例1中B1变化时的每一个整数可行解的目标值

Flow rate 
of B1

Value of objective function at solution configuration
Solution 1 [1, 0, 1] Solution 2 [1, 0, 0] Solution 3 [1, 1, 0]

0 –1.92 3.500 –1.721
0.1 –1.706 3.210 –1.641
0.2 –1.461 2.920 –1.512
0.3 –1.188 2.630 –1.338
0.4 –0.891 2.340 –1.124
0.5 –0.571 2.050 –0.872
0.6 –0.231 1.760 –0.588
0.7 0.129 1.470 –0.274
0.8 0.506 1.180 0.068
0.9 0.900 0.890 0.434
1.0 1.308 0.600 0.823

图3. 案例1中不确定参数B1与最优目标函数的显性变化关系。
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10求解。通过求解p-KKT共得到32个候选解，通过

预处理去掉其中的11个。因此，后续考虑21个候选

解。由于式(28)中的约束，C的最大可能流量为1。
因此，为了检查C如何影响过程，这个变量将从0变
化到1。

在表13中，必须检查C变化时每个解的目标函数

的变化。这可以通过检查Mathematica 10得到的每个

解的目标函数来实现，目标函数考虑了二进制变量

和不确定变量，如表14所示。

当C变化时，表14中的函数可通过表15中的二进制

变量的组合来计算，得到的目标函数值见表16。
表16清楚地表明，目标函数的最小值是–1.92，

此时C等于1，整数变量y1 = 1，y2 = 0和y3 = 1。文献

中报道的这种二进制组合产生的相同的最优解如 
表1所示。当过程进行优化和参数不确定且B1是不

确定参数时，这个结果进一步得到确认。它还重申

了一个事实，不确定变量可以影响最佳的工艺路线。

图4显示了C的流量增加时，优化配置如何改变。

为了验证不确定参数影响了工厂最优配置的变

化，从原来的公式(24)~(38)中移除公式(31)，以确保

C作为一个参数进入GAMS24.4.1参加运算。

4.2.2. 案例 2
在这个例子中要研究的不确定变量是x1。Mathe-

matica 10用来求解以下p-KKT条件，其中，二进制

变量和x1被视为参数。
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 1 5 8
6

d 7 0.8 0
d

L
x

λ λ λ= + + − =  (104)

 ( ) ( )( )1 2 1 2 60.8ln 1 0.96ln 1 0.8 0x x x xλ + + − + − =  (105)

 ( )2 2 1 0x xλ − =  (106)

 ( )3 2 1 0x Uyλ − =    (107)
 ( )4 1 2 2 0x x Uyλ − − =  (108)

 ( ) ( )( )5 2 1 2 6 3ln 1 1.2ln 1 2 0x x x x Uyλ + + − + − − + =   (109)

 7 2 8 60, 0x xλ λ= =  (110–111)

使用Mathematica 10得到了23个候选解，在预处

表13 案例1中B1的变化对最优解的影响

B1 y1 y2 y3 C B2 B3 A2 A3  f

0 1 0 1 1.000 0.000 1.111 0.000 1.524 –1.923

0.1 1 0 1 1.000 0.000 1.011 0.000 1.322 –1.706

0.2 1 1 0 1.000 0.911 0.000 1.487 0.000 –1.512

0.3 1 1 0 1.000 0.811 0.000 1.250 0.000 –1.338

0.4 1 1 0 1.000 0.711 0.000 1.036 0.000 –1.124

0.5 1 1 0 1.000 0.611 0.000 0.842 0.000 –0.872

0.6 1 1 0 1.000 0.511 0.000 0.667 0.000 –0.588

0.7 1 1 0 1.000 0.411 0.000 0.508 0.000 –0.274

0.8 1 1 0 1.000 0.311 0.000 0.365 0.000 0.068

0.9 1 1 0 1.000 0.211 0.000 0.235 0.000 0.434

1.0 1 0 0 0.900 0.000 0.000 0.000 0.000 0.600

表14 案例1中C不确定时的最优结果的显性表示

Solution ( )1 2 3, , ,f y y y C CR

1 ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 35.8 3.6 1.8exp 0.833 0.926 0.926 1.8exp 1.11 6.167 0.77 1.5B B y y y y y y− + − + − + − + + 0 0.227C≤ ≤

2 ( ) ( )1 2 3 1 2 33.6 2.9 1.8exp 1.11 1.8exp 0.926 3.5 8.889 8.167B y y y y y− − + + + − − 0.227 0.8616C≤ ≤

3 ( ) ( )1 1 1 3 3 1 2 36 3.6 1.8exp 1.11 1.11 1.8exp 0.926 6.389 1.722B B y y y y y y− + − + − + − + + 0.8616 1C≤ ≤
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理过程中删除8个候选解，对其余15个解进行了进一

步分析。基于原来方程组中的公式(48)，x1的最大值

为2。因此，研究x1如何影响过程，这个变量将从0
变化到2，同时用Excel来确定在每个配置的二进制

变量处每个解是否是可行的。

重要的是要强调，该解决方案的可行性可以改

变，这取决于每个变量的函数。在解中的每个变量

可能会受到不同的不确定参数的影响，这会导致λ在
给定的范围内波动，有可能导致不可行。x1变化时，

必须检查表17中所示的每个整数解的目标函数，该

函数通过Mathematica 10计算得到，如表18所示。

表18中所示的函数可以在表17中所示的可行的

配置值处进行评估，改变x1并检查其对最优解的影响。

表19给出了x1的变化对最优显式解的影响的例子。

从表19可见，目标函数的最小值为5.583时，

Solution 2中x1等于1.8，同时y1 = 0，y2 = 1， y3 = 0。这

一结果给出了一个与表3非常相似的最优解。在x1增

加到两个小数点的精度后，能够达到表3中所列的

最优解。这一结果重申了一个事实，算法可以求解

表15 案例1中C不确定时的二进制变量的组合

Solution y1 y2 y3

1 1 0 1

2 1 0 0

3 1 1 0

表16 案例1中C变化时的每一个整数可行解的目标值

Flow rate of C Value of objective function at solution configuration

Solution 1 
[1, 0, 0]

Solution 2 
[1, 0, 1]

Solution 3 
[1, 1, 0]

0 3.500 5.000 4.500

0.1 3.178 4.208 3.723

0.2 2.856 3.433 2.970

0.3 2.533 2.676 2.245

0.4 2.211 1.940 1.552

0.5 1.889 1.226 0.893

0.6 1.567 0.537 0.273

0.7 1.244 –0.125 –0.304

0.8 0.922 –0.758 –0.833

0.9 0.600 –1.358 –1.307

1.0 0.278 –1.92 –1.721

图4. 案例1中不确定参数C与最优目标函数的显性变化关系。

表17 案例2中x1变化时整数可行解和参数范围

Solution y1 y2 y3 Range

1 0 1 1 x1 ≥ 0.1

2 0 1 0 x1 ≥ 0.1

3 1 0 0 x1 ≥ 0

4 0 0 1 x1 ≥ 0

5 1 0 1 x1 ≥ 0

6 0 0 1 x1 ≥ 0

7 1 0 1 x1 ≥ 0

表18 案例2中x1不确定时的最优结果的显性表示

Solution ( )1 2 3 1, , ,f y y y x

1 [ ] [ ]( )1 1 2 3 1 1 110 1 0.5 0.6 0.8 2.76ln 1 2 2.5ln 1 2x y y y x y y+ + + + − + − − +

2 [ ] [ ]1 1 2 3 1 2 210 10 5 6 8 25ln 1 2 27.6ln 1 2x y y y x y y+ + + + − + − − +

3 [ ] [ ]1 1 2 3 1 2 24 10 5 6 22 25ln 1 2 27.6ln 1 2x y y y x y y− + + + + − + − − +
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p-MINLP问题以获得最优解。它也强化了不确定变

量可以影响最佳的工艺路线的事实。这一事实在图5
中更清楚地显示出来，这表明当x1的值增加时，最优

配置会发生怎样的变化。

为验证图5的精度，用GAMS 24.4.1解原方程

(39)~(51)，以确保x1在求解过程中被作为参数考虑。

5. 结论

在不确定性的影响下，高效可靠的决策在流程工业

中变得越来越重要。在这个过程中行业决策的问题无疑

是一个多层次的问题，并且在早期阶段做出的决策，如

那些与过程综合相关的问题，能够决定过程的可持续性。

新一代生物炼油厂[30,31]倡导的设计的发展现状可以看

出不确定性决策的重要性，特别是在过程综合阶段。

受这种情况的驱动，本文分别引入了两个算法求解

确定性的和带参数的MINLPs问题，特别是非线性表示

为对数函数的情况。所提出的算法具有双重意义：首

先，二进制变量被视为不确定参数并限制在各自的范

围；其次，用符号运算求解从一阶KKT条件导出的方

程组的解析解。这个过程的结果是一组候选解，通过进

一步检查以便只保持最优解。对于单参数不确定性的情

况下，提出了上述修改后的算法，其中的变参数和二进

制变量一起被视为不确定参数。根据所提出的参数化算

法，在相应的参数范围内以含有不确定参数的精确的显

式函数的形式得到优化解以及相应的目标函数的表达

式，并且在这些参数范围内，每个显式解保持最优。尽

管本文提出的算法具有这样的优点，但仍存在算法求解

精确显式解和求解问题大小之间的权衡。未来的研究将

集中在所提出的算法的高效求解上。

表19 案例2中x1变化时两个整数可行解的不同解的实例

x1 Value of objective function at solution configuration

Solution 2 [0, 1, 0] Solution 3 [1, 0, 0]

0 N/A 15.000

0.1 14.369 13.617

0.2 12.968 12.442

0.3 11.759 11.441

0.4 10.713 10.588

0.5 9.809 9.863

0.6 9.028 9.250

0.7 8.355 8.734

0.8 7.777 8.305

0.9 7.285 7.954

1.0 6.869 7.671

1.1 6.523 7.452

1.2 6.239 7.289

1.3 6.012 7.177

1.4 5.837 7.113

1.5 5.710 7.093

1.6 5.628 7.112

1.7 5.586 7.169

1.8 5.583 7.260

1.9 5.614 7.382

2.0 5.678 7.535

图5. 案例2中不确定参数x1的变化范围与最优目标函数的显性关系。
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