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A Novel Dynamic Decision Model in ２-player
Symmetric Repeated Games
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Abstract： Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒ ｏｆ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ ａｎｄ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａ ｎｏｖｅｌ ｄｙ-
ｎａｍｉｃ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ．Ｉｎ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ， ｐｌａｙｅｒｓ’ ａｃｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｍａｐｐｅｄ ｔｏ ａ Ｍａｒｋｏｖ ｄｅｃｉｓｉｏｎ
ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｉｔｈ ｐａｙｏｆｆｓ， ａｎｄ ｔｈｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．Ｏｕｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｏｍ ｏｔｈｅｒｓ’， ｗｅ
ｕｓｅｄ ｔｈｉｓ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｔｏ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ ｄｉｌｅｍｍａ， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｉｓ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｃａｎ
ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙ ｂｅ ｕｓｅｄ ｉｎ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ ａｎｄ ｈａｓ ａｎ ａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ．
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1　Introduction
Ｉｎ １９７０ｓ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｎｏｔｉｏｎ ｏｆ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ

ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｂｙ Ｍａｙｎａｒｄ Ｓｍｉｔｈ．Ｉｎ ｈｉｓ
ｂｏｏｋ Evolution and Theory of Games ［ １］ ｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ
ａｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｎ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ， ａｎｄ
ｈｅ ｇａｖｅ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ
（ＥＳＳ） ｗｉｔｈ Ｐｒｉｃｅ［２］ ．Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ ｈａｓ ｅｘ-
ｔｅｎｓｉｖｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｍａｎｙ ｆｉｅｌｄｓ， ｓｕｃｈ ａｓ ｍａｔｈｅｍａｔ-
ｉｃｓ， ｂｉｏｌｏｇｙ， ｅｃｏｌｏｇｙ， ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ ａｎｄ ｓｏｃｉｏｌｏｇｙ．

Ｃｏｎｔｒａｒｙ ｔｏ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ， ｉｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ
ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ ｔｈｅ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｓ ｏｆ ａ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ａｒｅ ｎｏｔ ａｓ-
ｓｕｍｅｄ ｔｏ ａｃｔ ｃｏｎｓｃｉｏｕｓｌｙ ａｎｄ ｒａｔｉｏｎａｌｌｙ．Ｓｏ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔ-
ｉｃ ｆｒａｍｅ ｏｆ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｏｔｉｏｎ ｏｆ ｅ-
ｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃａｎ ｎｏｔ ｂｅ ａｄａｐｔｅｄ ｔｏ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅ
ｔｈｅｏｒｙ．Ｔｈｅ ｌａｓｔ ｄｅｃａｄｅ ｈａｓ ｗｉｔｎｅｓｓｅｄ ａ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｐｕｂｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｂｕｉｌｄｉｎｇ ｏｆ ｍｏｄｅｌｓ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃ
ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ．Ｙａｏ ａｎｄ
Ｄａｒｗｅｎ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａ ｍｅｔｈｏｄ ｔｈａｔ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｇｅｎｅｔｉｃ ａｌ-
ｇｏｒｉｔｈｍ ｉｎｔｏ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅｓ （ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ
ｄｉｌｅｍｍａ） ［３］ ．Ｙｕｃｅ Ｔｈｌｏｌ ａｎｄ Ａｄｎａｎ Ａｃａｎ ｉｎｖｅｓｔｉｇａ-
ｔｅｄ ａｎ ａｎｔ ｃｏｌｏｎｙ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｉｔｅｒａｔｅｄ
ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ ｄｉｌｅｍｍａ ［４］ ．Ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｇａｍｅ
ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ｏｆ ｂｅｔｔｅｒ ｑｕａｌｉｔｙ ｔｈａｎ ｇｅｎｅｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ， ｂｕｔ
ｎｅｅｄｅｄ ｌｏｎｇｅｒ ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ．Ｔａｋａｆｕｍｉ Ｋａｎａｚａｗａ ａｎｄ
Ｔｏｓｈｉｍｉｔｓｕ Ｕｓｈｉｏ ｇａｖｅ ａ ｍｕｌｔｉ-ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｐｌｉｃａｔｏｒ ｄｙ-
ｎａｍｉｃ ｗｉｔｈ ｅｒｒｏｎｅｏｕｓ ｐｅｒｃｅｐｔｉｏｎｓ ［５］．

Ｄｕｒｉｎｇ ｌａｓｔ ｄｅｃａｄｅｓ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｍａｎｙ ｓｃｈｏｌａｒｓ ｗｈｏ
ｕｓｅｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅｐｅａｔｅｄ
ｇａｍｅｓ．Ａｍｉｒ ｅｔ ａｌ．ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｙｍ-
ｍｅｔｒｉｃ ｇａｍｅｓ ｕｓｉｎｇ ｂｉｒｔｈ ａｎｄ ｄｅａｔｈ ｐｒｏｃｅｓｓ ［６］ ．Ｔａｄｊ

ａｎｄ Ｔｏｕｚｅｎｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｈｅ ｗｏｒｋ ｏｆ Ａｍｉｒ ｅｔ ａｌ．ａｎｄ ｇａｖｅ
ａ ＱＢＤ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅｓ （ ｎｏｎ-ｓｙｍｍｅｔ-
ｒｉｃ ａｎｄ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｇａｍｅｓ） ［ ７］ ．Ｒｅｃｅｎｔｌｙ ｔｈｅ Ｍｏｒａｎ
ｐｒｏｃｅｓｓ ｗａｓ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎｔｏ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ
ｇａｍｅｓ ｂｙ Ｎｏｗａｋ ａｎｄ Ｆｕｄｅｎｂｅｒｇ ａｎｄ ａ ｎｅｗ ｄｙｎａｍｉｃ
ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ［ ８］ ．

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｗｅ ｂｕｉｌｔ ａ ｎｅｗ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ
ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｍａｒｋｏｖ ｄｅ-
ｃｉｓｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ．Ｉｎ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ， ｔｈｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕ-
ｔｉｏｎ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．Ｗｅ ｕｓｅｄ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｔｏ
ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ ｄｉｌｅｍｍａ， ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ
ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｃａｎ ｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙ ｓｉｍｕｌａｔｅ ｔｈｅ ａｃ-
ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓ ａｎｄ ｈａｓ ｔｈｅ ａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｌｅａｒｎ-
ｉｎｇ．
2　Some Preliminaries
2．1　Markov Process

Ｓｕｐｐｏｓｉｎｇ ．I＝｛０，１，２…｝ ｉｓ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｏｆ ｓｔａｔｅ，
T＝｛０，１，２，…｝ ｉｓ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｔｉｍｅ．Ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓ
｛X t，t∈T｝ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ Ｍａｒｋｏｖ ｉｆ ｆｏｒ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ａｎｄ ｓｔａｔｅ
i０ ，i１ ，…，in-１ ，in，j， ｗｅ ｈａｖｅ

P｛X t ＋１ ＝j｜X t ＝i，X t-１ ＝in-１ ，…，
X（１） ＝i１ ，X（０） ＝i０ ｝
＝P｛X t ＋１ ＝j｜X t ＝i｝

ｉ．ｅ．， ｔｈｅ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｈｏｓｅ ｆｕｔｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ａｒｅ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｉｔｓ ｍｏｓｔ ｒｅｃｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ．

Ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
P ij（１） ＝P｛X t ＋１ ＝j｜X t ＝i｝

ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｏｎｅ-ｓｔｅｐ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ．Ｉｔ ｍｅａｎｓ ｔｈｅ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｆｒｏｍ i ｔｏ j， ｓｏ P i j（１） ｓａｔ-
ｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：

34Ｖｏｌ．６ Ｎｏ．１，Ｍａｒｃｈ ２００８　



P i j（１）≥０ i，j∈I；
∑
j
P i j（１） ＝１ i ∈ I．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｏｎｅ-ｓｔｅｐ Ｍａｒｋｏｖ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ

P１ ＝

P００ （１） P０１ （１） … …
… … … …

Pn０（１） Pn１ （１） … …
… … … …

．

2．2　Game Theory
Ｗｅ ｒｅｓｔｒｉｃｔ ｏｕｒ ｖｉｅｗ ｔｏ ｔｈｅ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｇａｍｅｓ ｉｎ

ｓｔｒａｔｅｇｉｃ ｆｏｒｍ．Ｇｅｎｅｒａｌｌｙ ａ ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｍ ｇａｍｅ ｃｏｎｓｉｓｔｓ
ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｋｅｙ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ：

１） Ｐｌａｙｅｒｓ： Ｌｅｔ I＝｛１，２，…，n｝ ｂｅ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｐｌａｙ-
ｅｒｓ， ｗｈｅｒｅ n ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ．

２） Ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ｓｐａｃｅ： Ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐｌａｙｅｒ i∈I， ｌｅｔ S i
ｄｅｎｏｔｅ ａ ｓｅｔ ｏｆ ａｌｌｏｗａｂｌｅ ａｃｔｉｏｎｓ， ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｐｕｒｅ ｓｔｒａｔ-
ｅｇｉｅｓ ｓｅｔ．Ｔｈｅ ｃｈｏｉｃｅ ｏｆ ａ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ａｃｔｉｏｎ s i∈S i ｏｆ ａ
ｐｌａｙｅｒ i∈ I ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｐｕｒｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ．Ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ s ＝
（ s１ ，s２ ，…，sn） ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｐｕｒｅ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ｐｒｏｆｉｌｅ．

３） Ｐａｙｏｆｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ： Ｆｏｒ ａｎｙ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ｐｒｏｆｉｌｅ s
ａｎｄ ａｎｙ ｐｌａｙｅｒ i∈I， ｌｅｔ u i（ s１ ，…，sn） ｂｅ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ ｔｏ
ｐｌａｙｅｒ ．

Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ ｉｓ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｃｌａｓ-
ｓｉｃａｌ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ， ａｎｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅ ｉｓ ａ ｄｙｎａｍｉｃ
ｇａｍｅ．Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ （ ＥＳＳ） ｉｓ ｔｈｅ
ｋｅｙ ｎｏｔｉｏｎ ｉｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ．（ s倡， …，s倡n ） ｉｓ
ｃａｌｌｅｄ ａｎ ＥＳＳ， ｉｆ ｉｔ ａｄｈｅｒｅｓ ｔｏ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎ-
ｓｔｒａｉｎｔｓ：

１．u i （ s倡１ ，… s倡i －１ ， s倡i ， s倡i ＋１ ，… s倡n ）≥ u i （ s倡１ ，…，
s倡i －１ ，s i，s倡i ＋１，…，s倡n ）

２．Ｉｆ u i（ s倡１ ，…s倡i －１ ，s倡i ，s倡i ＋１ ，…s倡n ） ＝u i （ s倡１ ，…，
s倡i －１ ，s ij，s倡i ＋１ ，…，s倡n ）， ｔｈｅｎ u i （ s１ ，… s i －１ ，s倡i ，s i ＋１ ，…
sn）≥u i（ s１ ，…，si －１，s i，s i ＋１，…，sn）．
3　Dynamic Decision Model
3．1　The Idea of Model

Ｏｕｒ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｆｉｅｌｄ ｆｏｃｕｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ．
Ｉｎ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ， ｐｌａｙｅｒｓ ｕｐｄａｔｅ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ ｂｙ ｔｈｅｉｒ
ｐａｙｏｆｆｓ．Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｗｅ ｒｅｇａｒｄｅｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ ｏｆ
ｇａｍｅｓ ａｓ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｔｉｍｅ t ＝１，２，… ，ｉｎ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ
｛X（ t），t∈T｝， ｓｔｒａｔｅｇｙ ｓｐａｃｅ ｗａｓ ｍａｐｐｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ
ｓｐａｃｅ I ｏｆ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆｓ ｉｎ ｒｅｐｅａｔｅｄ
ｇａｍｅｓ ｗｅｒｅ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ｒｅｗａｒｄｓ ｆｏｒ ｓｔａｔｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｈｅ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ ｗｅｒｅ ｍａｐｐｅｄ ｔｏ ａ Ｍａｒｋ-
ｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｉｔｈ ｒｅｗａｒｄｓ．Ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ， ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｅｄ
ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ ｄｉｌｅｍｍａ ａｓｓｕｍｅｓ ａ ｂｉｎａｒｙ ｃｈｏｉｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｐｌａｙｅｒｓ， ｅｉｔｈｅｒ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ （Ｃ） ｏｒ ｄｅｆｅｃｔｉｏｎ （Ｄ）．Ｓｏ
ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ ｄｉｌｅｍｍａ ｗａｓ ｌｏｏｋｅｄ ａｓ ａ Ｍａｒｋ-

ｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｉｔｈ ｔｗｏ-ｓｔａｔｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ．Ｍｏｒｅ ｇｅｎｅｒａｌｌｙ， ｉｆ
ａｔ ｔｉｍｅ t （ ｔｈｅ t ｔｈ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅ） ｔｈｅ ｐｌａｙｅｒ ｉｓ ｉｎ ｓｔａｔｅ i
（ i＝C，D））．Ｔｈｅｎ ａｔ ｔｉｍｅ t＋１ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｐｌａｙｅｒ ｃｈｏｏｓｅｓ ｓｔｒａｔｅｇｙ C ｏｒ D ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ
Ｍａｒｋｏｖ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ （Ｆｉｇ．１）．Ｗｈｅｒｅ
p ij ＝P｛X t ＋１ ＝j｜X t ＝i｝，i，j＝C ｏｒ D．

Fig．1　The Markov process for
iterated prisoner’s dilemma

3．2　The Decision Model in Symmetric Repeated
Games

　　Ａｓ ａ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｉｔｈ Nｓｔａｔｅｓ， ｓｕｐｐｏｓｉｎｇ u ij ｉｓ
ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｔｒａｎｓｆｅｒｒｅｄ ｆｒｏｍ i ｔｏ j， u i j ｃａｎ
ａｌｓｏ ｂｅ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ａ ｒｅｗａｒｄ ｆｏｒ ｓｔａｔｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ．Ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｅｓ， ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｌｌ ｇｅｎｅｒａｔｅ ａ ｓｅ-
ｒｉｅｓ ｏｆ ｒｅｗａｒｄｓ．Ｓｏ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｒｅｗａｒｄｓ u i j ａｒｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ， ａｎｄ ｉｔｓ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ
ｂｙ Ｍａｒｋｏｖ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ．

Ｆｏｒ ２-ｐｌａｙｅｒｓ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ， ｓｕｐｐｏ-
ｓｉｎｇ ｎｏｗ ｔｈｅ ｐｌａｙｅｒ ｉｓ ｉｎ ｓｔａｔｅ i（ ｎａｍｅｌｙ ｔｈｅ ｐｌａｙｅｒ’ ｓ
ｓｔｒａｔｅｇｙ ｉｓ i）， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｐａｙｏｆｆ ａｆｔｅｒ
n ｔｉｍｅｓ’ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ ｕｓｉｎｇ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ．Ｆｉｒｓｔ-
ｌｙ， ｗｅ ａｓｓｕｍｅ νi （ t） ｉｓ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｐａｙｏｆｆ ａｆｔｅｒ
ｔｉｍｅｓ’ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｓｔａｔｅ ．Ｅａｓｉｌｙ， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ：

νi（ t） ＝∑N
j ＝１
p ij［u ij ＋νj（ t －１）］

（ i ＝１，２，…，N；t ＝１，２，３，…） （１）
ｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ｃａｎ ｂｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

νi（ t） ＝∑N
j ＝１
p i ju ij ＋∑N

j ＝１
p ijνj（ t －１） （２）

Ｉｆ ｄｅｆｉｎｅ 　　　ｑ i ＝∑N
j ＝１
p i ju ij　（ i ＝１，２，…，N）

（３）
ｑ i ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｌａｉｎｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｒｅｗａｒｄ ａｆｔｅｒ ｏｎｅ
ｔｉｍｅ’ｓ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｓｔａｔｅ i．Ｓｏ ｔｈａｔ ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ

νi（ t） ＝q i ＋∑N
j ＝１
p i jνj（ t －１） （４）

Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ （４） ｗｉｌｌ ｂｅ ｄｅｎｏｔｅｄ
ａｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：

V（ t） ＝Q＋PV（ t-１） （n ＝１，２，３，…） （５）
Ｗｈｅｒｅ，V（ t） ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｌｕｍｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆνi （ t）， Q ｉｓ ｔｈｅ
ｃｏｌｕｍｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｑ i， ａｎｄ P ｉｓ ｔｈｅ Ｍａｒｋｏｖ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ．

44 　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ



3．3　Markov Transition Probability Matrix
Ｆｒｏｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ （５）， ｉｆ ｗｅ ｗａｎｔ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ

ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｐａｙｏｆｆ V（ t）， ｆｉｒｓｔｌｙ ｗｅ ｓｈｏｕｌｄ ｇｅｔ ｔｈｅ Ｍａｒｋｏｖ
ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ P．Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｗｅ ａｄｏｐｔ
ｔｈｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．Ｔｈｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｐｒｏｖｉｄｅｓ ｏｎｅ ｍｅｔｈｏｄ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｔａｔｅ
ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｓｔａｔｅ i ｔｏ j ａｔ ｔｉｍｅ t ｉｓ

p i j ＝ｅｘｐ（uj（ t） ／λ）／∑k ｅｘｐ（uk（ t） ／λ　
（k ＝１，２，…，N） （６）

Ｗｈｅｒｅ， u j （ t） ｉｓ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｐｌａｙｅｒ ｃｈｏｏｓｅｓ
ｓｔｒａｔｅｇｙ j．Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λｈａｓ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｒｏｌｅ ｉｎ
ｔｈｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ．Ｂｙ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ λ， ｗｅ ｃａｎ ｉｎｃｒｅａｓｅ
ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ ｏｆ ｄｅｃｉｓｉｏｎｓ．Ｏｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｈａｎｄ， ｄｅ-
ｃｒｅａｓｉｎｇ λｗｉｌｌ ｒｅｓｕｌｔ ｉｎ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ， ｗｈｉｃｈ
ｅｎａｂｌｅｓ ｔｈｅ ｐｌａｙｅｒ ｔｏ ｃｈｏｏｓｅ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｍｏｒｅ
ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ．
4　Examples and Numerical Results

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ， ｗｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｎ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｖｅ ｅｘａｍ-
ｐｌｅ ｆｏｒ ２-ｐｌａｙｅｒｓ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ．Ａｓ ｔｈｅ ｅｘ-
ａｍｐｌｅ ， ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ ｄｉｌｅｍｍａ ａｓ ａｎ
ｅｘａｍｐｌｅ， ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ ｄｉｌｅｍｍａ ｉｓ ａ ｎｏｎ-ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ，
ｎｏｎ-ｚｅｒｏ ｓｕｍ ｇａｍｅ， ｐｌａｙｅｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ｐｌａｙｅｒｓ．Ｅａｃｈ
ｐｌａｙｅｒ ｈａｓ ｔｗｏ ｃｈｏｉｃｅｓ； ｅｉｔｈｅｒ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｒ ｄｅｆｅｃｔｉｏｎ，
ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆｓ ｔｈｅｙ ｇｏｔ ｆｏｒ ｔｈｅｉｒ ｃｈｏｉｃｅｓ ａｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｔａｂｌｅ １．

Table 1　The general form of prisoner’s dilemma
Ｃｏｈｍｍ ｐｌａｙｅｒ

Ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ Ｄｅｆｅｃｔｉｏｎ

Ｒｏｗｐｌａｙｅｒ Ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ
Ｄｅｆｅｃｔｉｏｎ

（３，３）
（５，０）

（０，５）
（１，１）

Ｆｒｏｍ Ｔａｂｌｅ．１ ｗｅ ｃａｎ ｅａｓｉｌｙ ｇｅｔ ｔｈａｔ ｄｅｆｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ａ
ｄｏｍｉｎａｎｔ ｓｔｒａｔｅｇｙ， ｓｏ ａｎｙ ｒａｔｉｏｎａｌ ｐｌａｙｅｒ ｗｉｌｌ ｃｈｏｏｓｅ
ｄｅｆｅｃｔｉｏｎ ｎｏ ｍａｔｔｅｒ ｗｈａｔ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｐｌａｙｅｒ ｃｈｏｏｓｅｓ．Ｂｕｔ
ｉｆ ｔｈｅｙ ｃｏｏｐｅｒａｔｅ， ｔｈｅｙ ｗｏｕｌｄ ｇｅｔ ｍｏｒｅ．Ｔｈｉｓ ｉｓ ｔｈｅ ｄｉ-
ｌｅｍｍａ ｏｆ ｐｒｉｓｏｎｅｒｓ．Ｔｏ ｏｖｅｒｃｏｍｅ ｔｈｉｓ ｐｒｏｂｌｅｍ， Ａｘｅｌ-
ｒｏｄ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｔｈｅ ｔｈｏｕｇｈｔ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｐｒｉｓｏｎｅｒ’ ｓ ｄｉｌｅｍ-
ｍａ ［９ －１０］ ， ｗｈｉｃｈ ｒｅｐｅａｔｓ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｇａｍｅ ｎｕｍｅｒ-
ｏｕｓ ｔｉｍｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｒｅｐｅｔｉｔｉｏｎｓ ｕｎｋｎｏｗｎ ｔｏ
ｂｏｔｈ ｐｌａｙｅｒｓ．Ｒｅｐｅａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｇａｍｅｓ ｔｈｉｓ ｗａｙ ｃａｎ ｇｉｖｅ
ｐｌａｙｅｒｓ ｔｈｅ ｈｏｐｅ ｏｆ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ．Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｗｅ ｄｏ
ｎｏｔ ｔｒｙ ｔｏ ｅｘｐｌａｉｎ ｗｈｅｔｈｅｒ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｂｅ ｅｍｅｒ-
ｇｅｎｔ．Ｒａｔｈｅｒ， ｗｅ ｉｎｔｅｎｄ ｔｏ ｄｅｖｅｌｏｐ ａ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃ ｍｏｄｅｌ
ｆｏｒ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ．

Ｓｕｐｐｏｓｉｎｇ ｐｒｅｓｅｎｔ ｔｉｍｅ t ＝３０， ｎａｍｅｌｙ ｔｗｏ ｐｌａｙｅｒｓ
ｈａｖｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅｄ ３０ ｔｉｍｅｓ’ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ．Ｎｏｗ ｗｅ
ａｎａｌｙｚｅ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ ｗｈｅｎ t＞３０ ．Ｂｅｆｏｒｅ t＝３０ ｔｈｅ
ｇａｍｅｓ ｗａｓ ｏｂｓｅｒｖｅｄ， ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ ｗｅ ｃａｎ ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅ
ｔｉｍｅｓ ｔｈａｔ ｒｏｗ ｐｌａｙｅｒ ｃｈｏｏｓｅｓ ｓｔｒａｔｅｇｙ Ｃ ａｎｄ Ｄ ｉｓ ２１
ａｎｄ ９ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ ｉｎ ｌａｓｔ ３０ ｔｉｍｅｓ’ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ．

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｐａｙｏｆｆ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｃｈｏｏｓｉｎｇ Ｃ
ａｎｄ Ｄ ｉｓ ｓｕｐｐｏｓｅｄ ４９ ａｎｄ ９ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｕｓｉｎｇ ｅｑｕａ-
ｔｉｏｎ （６） ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ Ｍａｒｋｏｖ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍａ-
ｔｒｉｘ：

P ＝ ０．７ ０．３
０．７ ０．３

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ-Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｍ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｕｔｉｌｉ-
ｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｒｅｗａｒｄ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｓｔａｔｅ
ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ：

U ＝ １ ７／３
１ ７／３

Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｆｒｏｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ （３） ｗｅ ｈａｖｅ
Q ＝ １．４

１．４
Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｂｅｇｉｎｎｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ３０ ｔｈ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅ， ｉｆ ｗｅ
ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ v i（０） ＝０ ， ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ （５）， ｗｅ ｃａｎ
ｇｅｔ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｐａｙｏｆｆ （Ｔａｂｌｅ ２）．

Table 2　The total expected payoffs of row
player in iterated prisoner’s dilemma

t ＝ ３０ ３１ ３２ ３３ ３４ ３５ ３６ ３７ ３８ ３９ ４０ …
vc （ t） ０ １．４ ２．８ ４．２ ５．６ ７．０ ８．４ ９．８ １１．２ １２．６ １４．０ …
vｐ（ t） ０ １．４ ２．８ ４．２ ５．６ ７．０ ８．４ ９．８ １１．２ １２．６ １４．０ …

Ｆｏｒ ｆｕｒｔｈｅｒ ｓｔｕｄｙ， ｗｅ ｃａｎ ｇｅｔ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎ-
ｃｌｕｓｉｏｎｓ：

１） Ｆｒｏｍ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ
P ＝ ０．７ ０．３

０．７ ０．３ ，
ｗｅ ｋｎｏｗ ｔｈｅ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｓ ｅｒｇｏｄｉｃ．Ｂｙ ｃｏｍｐｕｔａ-
ｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ-ｓｔａｔｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ
ｉｓ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｍａｔｒｉｘ P．Ｔｈａｔ
ｉｓ ｔｏ ｓａｙ， ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｈａｓ ａｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｏｕｔｃｏｍｅ ｔｈａｔ
ｂｏｔｈ ｐｌａｙｅｒｓ ｗｉｌｌ ｃｈｏｏｓｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ Ｃ ａｎｄ Ｄ ｗｉｔｈ ｐｒｏｂａ-
ｂｉｌｉｔｙ ０．７ ａｎｄ ０．３ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

２） Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λｉｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ （６） ｃａｎ
ｂｅ ｃｈｏｓｅｎ ａｄａｐｔｉｖｅｌｙ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ， ｉｎ ｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒ， λ＝０．０５．Ｎｏｔｅ ｔｈａｔ， ｗｈｅｎ λ→０， ｐｌａｙｅｒｓ ｈａｖｅ
ｎｏ ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｔｏ ｃｈｏｉｃｅｓ， ｎａｍｅｌｙ ｐｌａｙｅｒｓ ｗｉｌｌ ａｓｓｉｇｎ ｉ-
ｄｅｎｔｉｃａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｔｏ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ．Ｗｈｅｎ
λｉｓ ｈｉｇｈ， ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ ｏｆ ｄｅｃｉｓｉｏｎｓ ｉｓ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ，
ｐｌａｙｅｒｓ ａｒｅ ｉｎｃｌｉｎｅｄ ｔｏ ｃｈｏｏｓｅ ｓｔｒａｔｅｇｙ Ｄ．Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ，
ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓ ｉｓ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ， ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒ
ｃｏｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｅｍｅｒｇｅｎｃｅ ｗｉｌｌ ｂｅ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
ｗｅ ｃａｎ ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ λａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ
ｉｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ， ｓｏ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ
ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｈａｓ ｔｈｅ ａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ．
5　Conclusions

Ａｓ ａｎ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｇａｍｅ ｔｈｅｏｒｙ， ｅｖｏｌｕ-
ｔｉｏｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ ｈａｖｅ ａｔｔｒａｃｔｅｄ ｍｕｃｈ ａｔｔｅｎ-
ｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｃｅｎｔ ｙｅａｒｓ．Ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ， ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｌｅａｒｎｉｎｇ
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ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓ ｗｉｔｈ ｂｏｕｎｄｅｄ ｒａｔｉｏｎａｌｉｔｙ ｉｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ-
ａｒｙ ｏｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｇａｍｅｓ．Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ
Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｎｔｏ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ ａｎｄ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａ
ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｇａｍｅｓ．Ｔｈｉｓ
ｍｏｄｅｌ ｕｓｅｄ Ｍａｒｋｏｖ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｉｔｈ ｐａｙｏｆｆ ｔｏ ｓｉｍｕｌａｔｅ ｔｈｅ
ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｌａｙｅｒｓ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｉｓ
ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ａｎｄ ｃａｎ ｌｅａｒｎ ａｄａｐｔｉｖｅｌｙ ｗｉｔｈ ｅｘｏｔｅｒｉｃ ｅｎｖｉ-
ｒｏｎｍｅｎｔ．
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